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Avvertenze

Funzioni elementari

· logx = enx = logex l= rx
in gradi

· angoli sempre in radianti 2x area =

ra f(x) = sin = sink. f(x)=cos2
c Va

· ex

- b = b2 -nac
· X

,
"X ngari : radice positiva eccezione : N1 , z

=

za

definita solo per X30

nvolte
-

· ab : - an = a- --- a n intero positivo, aE

an =
↓ n intero positivo ,

aER-Gol
an

0

= 1a per ato

b
- a = ah man per nintero (ne1), mintero positivo, aso (seno) o aso (senca

(8)5 = - 8 = - 2 (8)5 =678 = 2

- ab = si calcola per approssimazione/ come limite per bjo, azo v bzo
,
aso

· ab = ebeaga
aY

· trigonometria : nazioni di base Ofa
- sind

I ↑
- I cost

↓sina
Pa

·
· f(x = at pendenta

a = 0
,
-1

, .
- . X EIR

,
X + 0

a reale non interoso
,
x30

· f(x) = xa a =1
,
2

....
X qual

ta reale non intero 10,

· f(x) = at axo
,

X qual

N

· f(x) = logx xo i
Y a

1 -

· f(x) = sinx&
Ca = cos jax cost sin

-1 -

Y



Operazioni sui grafici

Teoria degli insiemi

Funzioni
Def. Informale

Def.

F(X) f(x) + c : "traslazione verticale verso l'alto
,

f(x+ c) : "traslazione orizzontale verso sinistra

Cf(x)(cy1) :

U

dilatazione verticale
, Cf(x) (c) : "Contrazione verticale

,

2/

f((x) (cx) : contrazione Orizzontale
,

f((X) (1) : "dilatazione orizzontale
,

- f(x) : simmetria rispetto all'assex

f(X) : Simmetria rispetto all'assey - f(-x) : riflessione rispetto all'origine

If(x)) : f((x))

IN = 50 ,
1

,
2

,
... )

2 ....
- 2

,
-1

,
0

,
1

, 2 ,
... Y

Q =[p , g = 2)
R = Inumeri realit

R = ((x, y) 1 x , y EIR) R = G(x , y ,
z)1 x

, y ,
z ERR] R&=&(,2 ..... Xd)I Keik ....a ERY

[a , b) : =Gxelazby (a , b) := [xeRlacxb) ja , b)
, (a ,b]

[a ,
+ 0) : = (xR(x>a) (0 , b] : =GxeR/x=b)

Dati due insiemi X
, Y CR

.

Una funzionefda X in Y e una "procedura
,

che ad ogni xeX associa f(x) EY

x - 1

& danno lo stesso risultato e definiscono la stessa funzione
(x+1)(x- 1) Vx

grafico

Una funzione f da X in Y e un insieme TCXXY tale che per agni XeX esiste un unicof(x-yeY
tale che (X. y) ->↑(e per agni (x, y) +T

,
vale xeX)

esempio X:= [1 , 2
, ...,5) ,

Y = R
12345 y a

-(2)
f(1 f(2) f(z) f(u) f(5)

·

f(5)

(1 f(n))
, (2 . f(2))

, (3 , f (3))
, (4 ·

f(ul)
,

(5
,
f(5)(

+

%12
fl

"2 i5x
X

,
Y CIR

fix >Y Im(f) : = Gf(x)(xeX) <Y
-

& ↑

dominio codominio immagine
dif dif

Dato ECX f(E) : = (f(x)(xE)
Im(f) = f(x)

In questo coso : · XCR sempre

· YCI quasi sempre (talvolta YcIRP)
· f e data da una formula

Insieme di definizione di una formula e l'insieme degli X per cur la formula ha senso

2cosX

esempio sinx f(x) := area (T1) = Ecosxsinx= sinze

Dominio di f = [0,]



Def.

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Def. f(x) e periodica di periodo T

se f(x+ T) = f(x) ExeDom(f)

Data f:x -Y

F si dice iniettiva se dati X1
,
XzEX

, XeFX2
,

allora F(x1) + f(x2)

Data f:x - Y

f si dice surgettiva se Im(f) = Y

Data f:x- Y a (
,
... 1)

f si dice bigettiva se f e sia initiva che surgettiva
Graficamente

·f iniettiva se qualsiasi retta orizzontale interseca il suo grafico al pin una volta

· f e surgettiva se qualsiasi retta orizzontale interseca il suo grafico almeno una volta

Data f : X-Y
,

con X
,
Y cR

Una funzione g : Y-X si dice inversa di f (e viceversa) se

g(f(x)) = x fx -X f(g(y))= y FyeY

esempio Sia f : R-IR data f(x): = x

Sia
g : R-IR data gly) = "Y

lora f e un'inversa di g e viceversa

Data f:X - Y

1 L'inversa /se esiste) e unica (e viene indicata conf)

~ L'inversa esiste se e solo se f e bigettiva

DIMOSTRAZIONE

1 Procedo per assudo. Suppongo f abbia due inverse
, g , e ge

Y yeY ,
si na f(g(y)) =

y e f(gz(y)) = y => f(g , (y)) = f(gz(y)) = g = gz poiche f e iniettiva

2 L'inversa di fesiste E f bigettiva

=>:: esiste g inversa di f # f iniettiva e surgettiva

Dati X, xzEX ,
con X * x = g(f(x)) = x1 + xz = g(f(x2)) = f(x) + f(x2) = finiettiva

2

Dato ye Y
,

allora f(g(y)) = y ,
cioe y = f(x) con x= g(y) = f surgettiva

: Hp : f bigettiva Is : esiste g inversa

Prendo ye Y
.

So che Fx t
. c.

f(x) = y

Pongo g(y) =x

sostituendo nella prima : f(g(y)) = y VyeY
Sostituendo nella seconda : g(f(x) = x XxeX

Percio g e l'inversa di f.

Nota Se gli insiemi sono finiti
,

l'inversa esiste se e solo se (XI = 14/

funzione f inversa g

f : -R f(x) = x g : /R - R g(y) = y

f : R-IR f(x) = x3 g : R- R g(y) =
y

f : R - R f(x) = ex non esiste

f : R+ (0
,
+0) f(x) = ex g : (0 ,

+2) - IR g(y) = logy

f : Re R f(x) = xz non esiste

F : IR - [0 ,
+a) f(x) = xz non esiste

f :[0 ,+) +[0 ,
+&) f(x) = x g : [0 ,

+ad - [0
,
+0) g(y) = y

+: (-0
, 0) - [0 ,

+ 0) f(x) = x2 g : [0 , +8) +-0
, % gly)=- y



Coordinate polari

Def.

Grafico dell'inversa
ya

g : y - X ~

y=f(x) = g(y) = x

fix - Y

-
>
/

Il grafico T: = ((x , y) <Ry = f(x)) e uguale a ((x ,y) < 1x= g(y))
e ((X ,y) ER/y= g(x)] si ottiene riflettendo ↑ rispetto alla relta y = x (bisettrice I quadr (

Ya

(b,
a) y = X

a ·

z((a ,
b) + (b

,
a)) = (a+b

, a)
b ·

(a,
b)

> X

b a

funzione f inversa g

f : R- R f(x) = sinx non esiste

f : R+ [-+, 1] f(x) = sinx non esiste

f :F.) - (-1
, 1) f(x) = sinx g : [1,1] + [ ] g(y) = arcsing

f : ( ,n] +[1
, 1] f(x) =sinx g : [1 , 1) -[ , zπ] g(y) = -arcsiny

f :R - RR f(x) = cost non esiste

f : [0 ,i) - F-1
, 1] f(x) = cosx g : [1

,
1] - [0 ,it] g(y) = arccosy

f : Ent ,o + [-1
, 1] f(x) = cosx g : [-1

, 1] -E-m ,0] g(y) = - arcosy

f : RICEthnlke] -R f(x) = tanx non esiste

f : (- E ,) - R f(x) = tanx g : R -7,) g(y) = arctany

ya

-

P (X
,y) coordinate cartesiane di P

-

- 1 (r, a) coordinate polari di P(definite per PFO

0
.

1)0
> x

X

POLARI : CARTESIANE CARTESIANE > POLARI

r = x2 + yz arctan( Se Xo&rose E tano = y = 0 = EE seX =0
, y>0

se X= 0
, y 10tan( +Tsex

Date fig
gof(x) : = g(f(x)



Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Limiti (calcolo)

Data f : X-R con XCR

Data f e XoEX
, f si dice continua in to se

Vezo JS= S(2) 30 t
. c . IX-XolS

,
xeX = (f(x)-f(x)) = E (def

· non effectival

OSS. 1 #s
OSS

.
2 Se si sostituisce = con <

,
non cambia nulla

oss
.

3 "E sufficientemente piccolo,

f X . R si dice continua se e continua in agni XoeX.

e Sia f :Rob > R f(x) : = E

f e continua? si

Q2 Sia f : IN , IR allora Xf e continua

f non e continua

non ha senso la domanda

dipende daf

⑬ Sia f : X-R continua
,
allora FXeX Faso JS = (2

,
xo) 30 tc

.
...

Trovare esempio di f per cui S deve dipendere da Xo

f : IR - R f(x) = ex f : (0
. 1] - R f(x) = E

f(x) =Ex N f : (0
. 1] -IR f(x) = logx

f : R - IR f(x) = sin(x2)

Oss Tutte le funzioni elementari sono continue

Stranne (X) e Mxi)

oss somma
, prodotto

,
composizione di funzioni continue e continua

f : X - IR

X= unione finita di intervalli [i (i = 1
, ..., n) con estremi aicb;

* = chinesera di X = unione Ii pil estremi
,

se finiti
Ya

supX = il pi grande dei bi e RRvS+] f(x)

se supXeX lo chiamo massimo "infX = il pil piccolo degli aieRuf-5)
seinfXeX lo chiamo minimo

+2S > X

Xo

Data f : X-R X come sopra

Dato xo EX e LeR
,

dico che limf(x = L (oanche f(x) < L)
X > Xo X+ Xx

se feso JS = Scallo t
. c . -YoleS /fla-L/EE con xex, XRo

Oss se XoeX
,

allora f e continua in to sse limf(x = fxd
-

Dato XoEX
,

dico che lim f(x) = + o

*- Xo

se FM FS = Schizo t . c . -XoleSfYM XeX
, #o

Dato X. EX
,

dico che lim f(x) = -s

*- Xo

se FM FS = SCM120 t . c . I-XoleS = f(x) IM XeX
, X # Xo

Sia supX =+ s
,

dico che lim f(x) = L
x+ +0

se Vaso FM = M(2) t
. c . x > M => (f(x) - 4/2E xeX

Sia supX =+ s
,

dico che lim f(x) = + &
x+ +0

se Vc FM = M(2) t
. c . X*M = f(x) > C xeX

Sia supX =+ s
,

dico che lim f(x) = -co

x+ +0

se Vc FM = M(2) t
. c . X*M = f(x) * C xeX



Def.

Def.

Def.

Calcolo dei limiti

Th.

Th.

Th.

Th.

Def.

Def.

Def.

Cor.

Sia infX = -x
,

dico che lim f(x) = L
X+ --

se Vaso FM = M(2) t
. c . X=M => (f(x) - 4/EE xeX

Sia infX = -D
,

dico che lim f(x) = + &
X+ -8

se Vc FM = M(2) t
. c . X[M = f(x) > C xeX

Sia infX = -x
,

dico che lim f(x) = - c

x+ - D

se Vc FM = M(2) t
. c . X [M = f(x) * C xeX

Le funzioni elementari (x1
,

Xa ,
at (aso

, logy ,
sinx

,
cost

,
tanx

,
arcsinx

,
arccost

,
arctant

sono continue sul loro insieme di definizione

Date f , g : X1R
,

continue in XoeX allora

f + ge f - g sono continue in to.

Date fig : X-IR continue
,

f + g e fog sono continue

Date f : X-Y e g : Y+R
, conf continua in XoEX e g continua in yo := f(x),

allora g of e continua in Xo

f X - IR
,

doe* Coppure No = =x(

L numero reale

limf(x)S↓D
o non ha senso

-⑳

NON ESISTE

Il limiteim f(x) ,
se existe, e unic

ein
X- +0

sinx won espe
Data f : X-IR

,
Xo

e dato LEIR
,

si dice che lim f(x) = L (f(x) . 2)x+ x5 X-+ Xot

se feso 75 = Scallo t . c
. Koe(

,
Ko+ S]nX = /f(x) -La

Data f : X-IR
,

Xo

e dato LEIR
,

si dice che lim f(x) = L (f(x)- L (-
-X+ Xo X+ Xo

se feso 75 = Scallo t . c
. doe [xo-8 ,Xo)nX = /f(x) - 122

1) lim g(f(x)) = lim g(y)
X+ Xo 4y+ yo

#: so che f(x) -yo & lim gly) esiste & se yoe dom ya
#No

allora g e continua in yo



Th. 
Confronto

Ein f(x) + g(x) = lim f(x) + him ge

(f + g)(x) = = f(x) + g(x)

f : X - R g : X-R
,
xoeF

Esistono finiti lim f(x) ,
him g(x)

x+ Xo *+ Xo

L finito
"I

+N + L = + 0
2 "

- a + L = -2
11

Cl

+O + 0 = +o"
1

- 8 -0 ="

FORMA INDETERMINATA [FOO-CO]

him f(x)g(x = limf(x) m s g(x)
X+ Xo

f : X-R g: X-R
,

Koe

Esistone finiti linf(x) , him ge
↳>0

"
+O - L = +" - 0 . L = -"

L0
"

+O . L = - 0"
"

- 0 . L = + x"

FORMA INDETERMINATA [0.0]

#fig
.

n : X-R ,e OSS L = +o basta f(x) =g(x)

KxeX f(x) =g(x) = h(x) L = - basta g(x) = h(x)

eim f(x) = eim h(x) = L
*- No X- Xo

Is lim g(x)-

DIMOSTRAZIONE

Per ipotesi: lim f(x)= Faso JScelo : (x-Xol = 8 = If(x-1/7E ,
xeX

,
x + Xo

x+ Xo

eim n(x) = L = fa(078(2140 : (x -xol + 8 = (h(x) - 1)12 ,
XeX

,
X+ X

X+ Xo

=> L - 2 = f(x) = ) + E e Leh(xL+ E

=> L-e[f(x) = g(x) = h(x) =( + 2 = L - z1g(x) -L+ E

=> lim g(x) =L

esempio himo sinx + X = + 00 poiche X-1 [sink + x X+ 1

esempio lim cost · E = 0 paichecost e
41 +0

1

eim Ex ein f(x)
X-Xo

Oss. Se il dom(f) e X
,

allora l dom() non eX,

benci e Y = ExeX/f(x) +o]
Hp . dom (E) e unione finita di intervalli

Esiste non nullo lim f(x)
X+ Xo

esempio erim sinx = -o

1
= + x

mi non esiste



Derivate (calcolo)

Def.

Motivazione geom.

Trovare la pendenza della retta tangente al grafico y = f(x) nel punto Xo

y = m(x-xo) + f(x) prob trovare m

Idea : M = limite della pendenza Mn della retta passante per (Xo , f(xo))
, (oth , f(xoth)

Siccome Mn =
f(xoth)-f(x) Crapporto incrementale)

,
allora m = lim

f(xo+h) - f(x)
h h+ 0 W

Motivazione z

Definite (calcolare) la Velocita all'istante to di un punto in movimento, sapendo

d(t) = distanza percorsa dal punto dall'istante iniziale to all'istante t.

VItol = lim
& (to + At) - d(to)

At-0 At

Sia f : XCR-R
,

X =X
,

X unione finita di intervalli (ipotesi provisorial

La derivata di f in x e f'(x) : = lim f(x+h) - f(x) (setale limite esiste
heo W

(come agni limite
, f'() poo essere finito

,
essere =8 , non esistere (

Dico che f e differenziabile in X se f'(x) esiste ed e finito
.

f'e una funzione con dominio X

Notaz
.

alternative f' ,
J
,lim

Esempio di calcolo (a partire dalla def.)

f(x) = ax + b

a(x+ h) + b - (ax+b)
f'(x) = lim = lim ahlimaan+ 0 U

f(x) = x2

f'(x) = him Kth-ei + 2hx +h -x)
= lim 24th = 2x

noo n

f(x) = x f'(d = eim
oth-o

=limen+ 0 n

f(x) = () f'(o) non esiste fCH-f(o) _S seOn
lim f(h)-f(o) (ma esistono der

-
dx e der

.
Sx)

heo n



Regole di derivazione

Calcolo delle derivate Cdelle funzioni date da una formula

f f

a &

Xa axa
- 1

C se x =0 e ocace)

ex ex

ax Carol at loga

[logx * logaxeagal
sinx cosX

cosX -sinx

1
tanx Ittanx =

cosx
1

arcsinx
1-x2

(+ 00 sax = =1)

arccosx
-

1

(-00sex= =1)
1-x2

arctanx 1

1 + x2

1)(f + g) = f + g Date fig : X-IR
,
X "buono ,

caso particolare : (fral = f XeXt
. c . f(x) e g'(x) esistono, alora

If +g)'(x) esiste ed e f(x)+g(x)
2) (f . g) = f . g + f - g

.

caso particolare (af)' = af

3) () = f'gf
caso particolare : (7) =-

a) (f(g(x)))) = f'(g(x)) - g(x) Date g: X-Y e f : Y-R

caso particolare : (flay)' = af'(x) XeX t
. c . g(x) esiste

, f'(g) esiste per y = g(a),
allora (f - g) (X) esiste ed e f'(y) . g'(x)

esempio (XX)' = (axegx)' = (et)'(xlagx)' = et (logx+1) = x (logx +1)

(sin (x2 +2x4))' =(siny)'(xz + 2x4)) = cosy (2x +8x3) = (2x+ 8x3)cos(x2 + 2x4)

(1+x)' = (H+2 y)) = (yz)' (1+ xz)) = Eye (2x) = v



Dimostrazioni
1) f(x) = a = f'(x) = 0

Aim gia fatta

2) f(x) = ex

Dim (ex' = lim exth-ex = limex =exlime

3)(f +g) = f + g

Dim (f + g)(x+h) - ( + g)(x)
=

f(x+ h) + g(x+h) - f(x) - g(x)
=

f(x+h) - f(x)
+

g(x+h) - g(x)
meo' f(x) + g(x)

h W h h
- -

h+ o : +f'(x) n+ 0 : + g.(x)
al (f - g) = f'g + fg

Dim (f-g)(x+h) - (f - g)(x)
=

f(x+h) - g(x+h) - f(x) -g(x)
=

f(x+h)g(x+h) - f(x+h) -g(x) + f(x+h(g(x) - f(x) - g(x) =

h h h

= f(x+ h) -

g(x+ h) - g(x)
+ g(x) .

f(x+h) - f(x)
noo" f'(x) - g(x) + f(x) - g(x)

-- -heo no
h

f(x) I

↓ n+0

g'(x) f(x)

5) (g(f(x))) = g(f(x)) - f'(x)
Dim

g(f(x+h)) - g(f(x))
=

g(f(x +h)) - g(f(x)) f(x+h) - f(x)g(y+ k) - g(y)
-

f(x+h) - f(x)
h f(x+h) - f(x)

↑

W =
k n

me -
y : = f(x) ↓k+ 0 ↓ noo

n+0 g'(y)
. f'(x) = g(f(x) . f'(x) ki= f(x+ h) - f(x) g'(y) f'(x)

n + 0

Ise f e continua in X

6) Derivata della funzione inversa

fiX1Y g : Y-X ginversa di F . Dato Xt
. c . f'(x) esiste finito e to

,
allora g'(y) esiste

(0 =0)
ed e g'(y) =

1
con y = f(x) cioex= g(y)f'(x)

Dim g(f(x) =X derivo g(y) - f'(x) = 1 = g(y) = fix
Cincompleta perche assume the g'esistal

7) (logx)' = E
Dim Logy)'===

S) (aY' = alaga
Dim ax = exeoga = (aY = (exloga)= (e) · (loga) = et . Loga = aloga

9) (a) = axa
- 1

Dim X30 : Xa = calog (9)' = (gaeogX)' = (e)' · (alagx)' = et . & = Xa . & = axa
-1

X= 0 : per def
.

lim (x+h) - xa
=

ha - 0a
=

n+ 0 n n

sea = 1 Vale X10 se a reale 0

= se a EQ con denom
. dispari (ai min

.

t.) Xo se a reale > oS
non definite altrimenti

XERR se a intero > o

xc0 : (x9)' = 1- 19(7x19' = 1-1)aa)-x)a- 1 XeRifo] se a intero =0

per a EQ con denominatore dispari (ai minimi termini con la convenzione

Da = to se ocac

gbis)"X con n dispari
1

Dim x20 : (nx ) =

syn.zymyn = - naxn-
yo



rd(f) = -

Dim (l' = (g) ! f(x = - yf = - E

u)((g) =

97 - gf
f2

Dim ( = ((x) = g(). + g() .() =

g() - f(x) - g(x) - f(x)

f2(x)

12) (sinx)' = cosx

Dim Parto dal rapporto incrementale sin(Xth)-sinx =

sinhcosx + coshsinx-sinx
= sink cosk-sinxr-cohh h

Lemma 1
sinh > 1 -

nn+ 0 n+ 0
W

Lemma 2 1-cosh
> O 1-cosX-sinx - o = CosX

h n+ 0

Dim (Lemma 1) sink to
sinh

& Siccome e pari, ,
basta dimostrare > 1

h heot

area Tarea S area T

it EsinkEn tank per ach
sink In <sinon
cosh sinh <1

vn- 0
n

1

sinkPer confronto
u new 1

Dim (Lemma 2)

-

1 - cosh
= 1-coschcon = i sinkcost noaW

heo

i

13) (osx) = sinx

Dim cost = sin(E-X) = (cosX)' = (sin(-X)' = (siny)' · (E-X)' = cosy · (-1) = - sinx

14) (tanx)' = 1 + tanx=x

Dim tanx= (tanx)' = (i) =

costco + sinxsinx cossix = 1+ tan
cos"X

15) Carctanx)' =

1

1+ x2

Dim Carctany)' = canx = itaux = Fy
1

161 Carcsinx) = vale per -1(x1 Carcsink)' = to se X = 11
1-x2

↑ f
1 1

Sim Carcsiny)' =

(sinx)1
=

cosx 1-sinzx
=

1- yz

-

17) Carccosx) = - Tex arccos + arcsinx = cost



Confronto di funzioni elementari

Def.

Teorema di De L’Hôpital
versione base

Date fig t
. c . f(x) , g(x) xex0 oppore fig xox' #0

allora

limeim
versione precisa

Date F , g come sopra tali che & f(x) , g(x) > 0
e FL := eim

f(x)
Opp - x+ xog'(x)

allora g(x) >

limeim
versione ultra-precisa

L'insieme di definizione X di
f(x)

deve soddisfare che :

g(x)

78: (Xe [xo- S
, xo+ S]) vqxol = S

[xo-6
,

Xo +S]

Exo-S , Xo]
[Xo , Xo + S]

ossia X deve essere unione finita di intervalli

DIMOSTRAZIONE

nel caso particolare : o finito , fig in [xo-S ,
xo +S](f(x) = g(xd) =0) , g0 , g(xd) to

f f =

f-f
,

f(x)
=

-

X - No g(x) - g(xd) g(x)

H

esempio lim = lim 2x2 = +x

x1+ lim X+ +

H H

lim Elim 24 Elim = 0
X+ +0 ex Xtr ex

H H

ex x2- x

eim =lim Zelim ke inconcludente lime=

Xetro ex X+ +0 x- +

H

lim logme = +0 NO

H

lim X + 2 sinx = lim 1+ 20sX
= lim x(1+ 2COSX) NON ESISTE poiche-111+ 2CosX 13

x+ +D logx x+ +01 Xe+

H

ma
X +

2 sine limlog

Date Fig : X -R ,o

Diciamo che f e "trascurabile, rispetto a g per X-X

se
f(x)

> O

g(x) X+ Xo

Si scrive f(x) g(x) oppore f(x) = o(g(x) per x+ X

per X - +& per X 30(x > 0
+)

a xaxb acb e) xaxxb = a-b

b) at by ocacb f (log) Es byo

eaxebxs ab

) Xa by by1

d) (logx)"x = b30



Def.

Def.

miningabo
a-bco-ab

b) eim =Um
eaba

= Oda= 1 limling blog:
b> 1

aso lim / =lu

Al A= 1 liv loglb
aso live loglulog

el lima = limya
a- bo - as b

f)a = 1 logx ,
bo

lim log lim = lim-bx+ 0 x- b

aso eim Clogem (log and ax- 0

Xb

esempio eim
Xo+

X logx =

lim log-
X2

y2eim X2 ex = lim yze - y = lim = o

X+ - y=- xy+ +0 y+ +0 ey

eim
x+g yeglim = +

(logx)2
eim = O

X+ + 8 ex

fig : XM
,
Ne

f e g sono asintoticamente equivalenti, e si scrive fug , per X-Xo
,

se

him f(x)
= 1

X(xog(x)

esempio per X,0 sinx-x

per Xi+0 X + logx ~X

per X1+0 X +X+ logxnx

~ e una relazione d'equivalenza (sulla classe delle funzioni definite sullo stesso dominio
1

· Simmetria : fu > guf
· riflessivita : fut peicheem

-

· transitivita : fug ,guh fun Eineimf = 1

La parte principale per X-o oppureX , to dif (se esiste)
,

e il monomio axb (a
,
beR

,
a +o) tale che fraxb per X >0 oppure Xc+

esempio ppX so sinxx

PPX > O cost 1

PPX >0 cosx - 1n - Ex him cosx-1 Elim sinxX- 0 -Ex



Proposizione Per X "Xo :

H) fug se e solo se f si puo scrivere come f = g +r

con r resto
,
r = o(g) : f = g + og) per XXo

G) se fug allora lim f(x) = lim g(x
X(Xo *+ Xy

Cse uno dei due limiti non esiste
,

non esiste neanche l'altro

(3) se finge , fanga ,
allora :

i) fefz geg2

ii) finga
iii) (f)~ (g)

* XERR
,
270

,
con frigno sea non intero

(4) Principio di sostituzione nei limiti

Finge , fang2

i) eim fefz = eim gege
X >o xXo

ii) lim = eim
x-Xo 92

iii) lim(f) (g)

DIMOSTRAZIONE

(1) = : f = g +r r = f - g

= eim Fem =10 d

E = f = g + o(g)

lim
f

= lim
g +o(x

= eim 1 +
0g)

= 1 = fug
Xeno XXo & X-Xo G

(2) eim f(x = eim fx. g(x)
X- Xo *Xo

fug

↳Eim = 1

() i) ferge , fav g2

=> fefzugegm Fifz = eim gg e

ii) finge , fzng2
=>I linlin

iii) fug

=> (f)-(g) = em(f)= (g)9

OSS : Finge ,
fange fitfangetge

xi +0fn = x4 +x3 gr = x4 + x

fz = - x4 g2
= -x4 +x

Finge , fangz

fe + fz = x3 ge +gz
= 2x

Oss : in generale fug * (f) ~Plg)
Xeto f =xg= x+x fug

p(y) = ey P(f) = exy(g) = ex+x
= exex

Y(f) + y(g)

esempio lim 24-x4 = eim 2x = + x

x+ +0 x+ +0

24 -x4n2x

lim
X + Sinx= = 0

x+ +0x3 +x + logx
X+ sinx ~X x3 + x+ logxux3



Def.

Def.

Proposizione

Sviluppo di Taylor
Date fig : X <

,
xoe

Dico che f e "O grande , per Xixo
, e si scrive f(x) =O(g(x) ,

se

7810 Jm20 : IX-Xol * S
,
xeX

,
x + xo = (f(x)) <M/g(x)

Analogamente si definisce f(x) = O(g(x)) per x :Co

Suppongo X >o

il se f(x) = o(g(x)
,
allora f(x) = O(g(x)

iil se esiste il limite L:= lim f(x)
allora f(x) = O(g(X) E Le finito

x+ xog(x)
wil se f(x) = 0(X* ) per x 10 => f(x) = o(xb)perxof ba

DIMOSTRAZIONE

i) f(x) = o(g(x)) = lim = 0 = L finito = f(x) =0(g(x)
ii) =: f(x) = O(g(x)) per xxo = 78307m30 : /f(x)/M/g(X) per (x-x0/ = S

· Im = -m =
f(x) = m = -mem = Le finito
g(x)

=> (finito L = lim = JS : (x-voltS
,
xeX

,
xx = (f(x) - 1)-1

=> + 1 =4 -172 -1 = f(x) = (+ 12(4 +1 =(f = (f(x)) = (4) +1)(gxx)
g(x)

iii) f(x) = 0(x2) = lim = 1

Sia bra
,
allora limlina-b = limxa-

b
= = f(x = 0

esempio (1) f(x) = o(x2) per X = xo

(2) f(x) = 0(xz)

(3) f(x) = 0(x3) eim =lim==
X+ Xo

(3) = (1) = (2)

esempio-3x2 + logx = O(x2) per x 1 + 0
=O(x)

Infatti eim
-3x2 + logt

= lim-3x = - 3
Xx + 8 X2 Xc+0x2

sinx = O(X) per X > 0

Infatti eim sinx = 1
*- 0

sinx = O(1) per x > + 0

poiche (sinx 1 + 1

Data f: X , IR
,

dato k = 1
,
2

,
3, ...

Drf : =P- D(f))) definita dove esiste

k volte

Notazione alternativa : DKf =f , D'f = f"

Sipone anche Dof = f



Def.

Def.

Lemma

Teorema
di Taylor

Data f : X-IR
,
d = 0

,

1... t
. C .

OEX ef e derivabile d volte

Il polinomio di Taylor di f in 0 di ordinea e

Pa(x) : = f(x) + f'(d)x + f()x + f"()x +... +DafydD3 !

Il resto di Taylor (in 0
,
di ordine d) e

Rd(x) : = f(x)-Pa(x) cioe f(x) = Pd(x + Rd(x)

Data f : XR e d= 0
,
1, ...

(i) Se esiste S20 t
. c . f e derivabile d volte so [-6

,
5)

allora Rd(X) = o(Xd) per X10

(ii) se esiste 810t . c f e derivabile (d+ 1) volte su [S , 5)
allora Ra(X) = 0(Xd+ ) per X 10 e anzi Ra ,Daf

DePa(d = Def(0) per k =0
,

1
,
2

, ...,
d

DIMOSTRAZIONE

k = 0 Pa(d = f(d) = Dof(0)

Pa(x) = f(d) + f(d)x + f()x +... +D Pa =fof"x x-

k= 1 DPd(0) = f'(d) = D'f(d)

1DhCh-kt) Xk
percan

2) Dr Pd(x) =Dkh)fpun(h ...-k-
D"Pald = Dif = Dkfl

DIMOSTRAZIONE

(i) Is Rd(X) = o(xd) cioe lim Rd

lim Rd(x =im! f(x)-Pd( lim
f(x) - Pd(X) lim f"(a-P(x)

...

#
x+ 0 Xa X+0 dxd-1 X+ 0 d(d-1) xd-1

d- 1

E eim
D f(x-D

**

Pd() limDf(x-DPd( =
Daf(d-DP(

X- 0 d(d-1) ...
2 . X d ! d !

Per il lemma , ad ogni passaggio ho la forma indeterminata 8
, quindi si puo' usare De L'Hopital.

(ii) Is him Rd(x =
Dalf a

(d+1) !

eim Rd()
= Lim F(x-Pa(eim

f (x) - Pd(x) H f"(x) -P(x)
...

#
= eim

x+ 0 xd+ 1 xd+ 1
x + 0 (d+1) xd X-0 (d+) dxd-1

↓ lim DKf(x) - DPa() eim
Dk+ +

f(x) - Dk+
Pd(x)

=

Dh+

f(0- hPd(OD
X + 0 (d+1)d ..... 2 . X X- 0 (d+ 1) ! (d+1) !



Proposizione

Lemma

Def.

sviluppi fondamentali

Dato P polinomio di gradod t
. c.

R(x) : = f(x) - P(x) = o(a)

allora P = Pol

Sia Q polinomio di gradod

Se Q = o(x) per Xeo allora Q(X) = 0

DIMOSTRAZIONE

Per assudo
,

sia Q(X = astax +azX +...+ add

Sia e il pi piccolo intero t
. c

. Ak 0

Quindi Q(X ~anx = eim
Q(x)
=anxLa Seea 4.

7
*- 0 Xd

DIMOSTRAZIONE

Q = P(x) - Pa(x) = f(x) - Pa(x) - (f(x) - P(x)) = o(xd) - o(xq) = o(xa)

Per il temma
,

Q = 0 = P(x = Pd(x)

Lo sviluppo di Taylor di una funzione f e l'espressione :

f(x) = Pa(x) + Rd(x)

1) ex = 1+ x++ xa
+ 0(yd+1)= + O(yd+1)

d !

Dim f(x) := ex DRf(x) = eX D4f(0) = 1 UK

2) sinx =-+O Con d = 2k + 1 dispari (sviluppo all'ordine d + 1)

7/kal termine k-esimo

Dim f(x) = sinx = D"f(x) = Dakf(x) Yu = 0
,
1

,
2, ... D2kf(0) = 0 FR

f'(x) = cosx = Dak+

f(x) Duktif(o) = 1

f"(x) = -Sinx = y4k+2f(x) Dak+

3 f(0) = - 1

f (x) = - cosx = D4k+3f(x)

3)cosx = 1- -... + 0(xd+ 2) con d = 2k pari
(1)kal termine k-esimo

Dim Similmente f(x) = cosx = Daf(x) Yk => D2k+1 f(d) = 0

f'(x) = - Sinx = Dak+ 1

f(x) Dak f(0) = 1

f"(x) = - cosx = Dak+

2f(x) Duk+

2f(0) = - 1

f(x) = Sinx = Dak+3f(x)

Oppore :

ess SePatpinomiodiTaylord f
=P

Quindi : (Pdf)' =D(DDx
NotandoCheDo

e traslando gli indici con i

Quindi Pa(cosx) = (Pats(sinx)) con e pari

cost = (Pate (sinx))' = 1 -+- +... +
x

+ 0(xa+

2)
d'



Def.

Teorema
di Taylor

Oss (d f dispari f(o) = o

(1) f dispari> f'pari

f pari => f'dispari

(2) f pari Dkf dispari con k dispariDf(d) = o con k dispari

f dispari = Dkf dispari con pari DKf(0) =o con k pari

DIMOSTRAZIONE

(d) f(x) = - f(-x) = f(0) = -f(0) f(0) =0

H) f(x) = - f(-x) = f'(x) = -f(x)(1) = f(x) f(x) = f(x) = f(x) = - f'(-x)

(2)

Oss ex = 1 + x+ e =1+

fze et= 1 + z++...
ex = 1 +ix-= co + is

4) (+x)a = 1 + ax + a(a)( +
a(a -1)(a-2)x + ... +

a(a- 1) ... (a- d+1) yd + 0(xa+1) =z((x + 0(xd+1)
3! d !

con acr
, (g) : =

aca-1) ... (a-d+1)

d !

Dim f(x) = (1+x)a ... D" f(x) = a(a- 1) ... (a - k+1)(1+ x)a
- k

-

f'(x) = a(1+x(a
- 1

Dkf(d) = a(a- 1) ... (a- k+1)

f"(x) = a(a - 1)(1+ x)a
- 2

Casi particolari a = -1 :

1
= (1+x)

-1
= 1 - x + x2 - x3 +... + ( ydyd + O(xd+1)

1 +X

1
= (- x)

- 1
= 1 +x + x + x3 +... + xd + 0(xd+1)

1 - X

Oss Sef(x) e un polinomio di grado <d allora f(x) =Pd(X) (per l'unicita del polinomial

(+x)a=)x a = d intero (+X)9=(xVx
Binomio di Newton : (a +bla= (i)ad-bk

k= 0

Dim (a+bla = ad(1+a
= (19 = add ad- b

5) log(1 + x) = x -

x2+-... 0(xd+1)
2

Dim f(x) = log(1+x) D4f(x) =-4

f(x) =

1
---

1+x

f"(x) = -

l
Dkf(x) = =

(k-1) !
(1+x)2 (1 +x)k
2f(x) =

y + x)3
Dk f(0)= (k-1) !

Data f : X R ,EX t
. c

. f e derivabile d volte in F
,
allora il polinomio di Taylor

di f in E di ordine d ei

Pd(h) = f(x) + f(x)h+f +... +Daf
Il resto e :

Rd(h) = f(+h) - Pa(h)

coe : f(x+h) = Pa(h) + Rd(h)

(i) Sef e derivabile d-volte in [E-6 ,+ S]
allora Rd(h) = o(ha)

(ii) Se f e derivabile (dtl-vocte in [E-6 ,
E+ S]

allora Rd(h) = 0 (hd+1)



Def.

Def.

Def.

Def.

Teorema
di Weierstrass

Lemma

Ricerca dei valori di Max e min

Massimi e minimi
maxE = elemento di E pii grande di tutti (se esiste

minE = elemento di E pi piccolo di tutti (se esiste

Estremo superiore/inferiore di ECI

Se E e unione finita di intervalli In disgiunti ,
Ii con estremi aibi

supe = (pin grande dei bil Rul+a)
infE = (pi piccolo dei ail eRud-0)

Data f : X-R
,

maxf = max f(x) : = max Imf (se esiste
XX

minf = min f(x : = min Imf (se esiste
XeX

Se Xe ad un sottoinsieme :

maxf(x) : = maxf(x) minf(x) = minf(X)

Data f : X-IR con Imf = unione finita di intervalli

Definisco Pf(x) : = sup Im f

Inf f(x := inf Imf

Data f : X >R ,EX e un punto di max se

f(x) =val max = max f(x)
XeX

Data f : X-R ,EX e punto di min se

f(x) = val min = min f(x)
XeX

*EX e punto di max locale se 7530 t
. c.

f(x) = max f(x)
xeXn[x- 8

,
x+ S]

*EX e punto di min locale se 7530 t
. c.

f(x) = min f(x)
xeXn[x- 8

,
x+ S]

Data f : [a ,b]R continua
,

esistono max e min

Data f : X iR
,

* punto di max o min locale interno a X

(cioe 7830 : [K-S,+SJCX) tale che f'() esiste,

allora f'() = 0

DIMOSTRAZIONE (min locale

7S30 : [E-S
,
E+6]cX & f(x) = min f(x

F-SX*+ f
Per h positivo, haS

,
vale :

f(x+h) f(x) =
f(+h) - f(x)30 = lim

f(+h) - f(x)
= f'()30

R n+ ot h

Per h negativo ,
vale: f(eth)-f(x)o > lim flethi-f(e)

= f'()p0
H

-

n+ 0- U

Allora f'(x) = 0



Lemma

Corollario

Procedura per la Ricerca dei valori di Max e min

Procedura estesa per la Ricerca dei valori di Max e min

Data f : XR
,

X unione finita di intervalli

I punti di max e min sono contenuti in

ExeXt . c . f'(x) =o u9X/f'Cx) non esisted u /estremi ai
,bil

Dal Cemma segue che
,

se max/min lestremi ai ,bil e max/min e(X) f'Cx non esisted
=> max/min e(x1f'(x) =0 )

Data f : [a ,b]R continua tale che E e finito

Allora maxf = max f(x) = max f(x)
XEX XEE

min f =

min f(x = min f
X E

Inoltre i punti di min/max di f sono i punti di min/max di fristretta a
E.

f X : R
,

X unione finita di intervalli Ii con estremi aibi

f continua ed esistano lim f(x) =: flat) (seaieX)
X > a
lim f(x) = : f(bi) (se biX)
x - bi

Prendo E come prima. Suppongo E finito .

Confronto i valori di f nei punti di E

Se f non e definita in ai o bi considero i limiti corrispondenti f(at) ef(bi)
Il pei alto e il max,

,
se f e definita in quel punto, altrimenti e sup

esempio Trovare max/min dif(x= sull'insieme di definizione

X = -0
,
dulo

, to

E =Ge
,
0+, 0

,24dove f(x) = (x-2)e+
y

3
= 0

f(+ x) = +x f(- x) = 0 f(0F) = + 0 f(2)= non esistono max/min

sup inf Sup

VARIANTEX = (0
, 3]

E = [0+, 3
, 2)

f(o+ ) = +0 f(z) = ef(z) =

e
non ammette max

4
SUP min

* punto di max o min locale (interno aXI f'() = o

Sia f : X-R continua

* EX t
. c . f'() = 0 e esistef"(x)

(i) sef"(*>0 => >minimo Locale e f conversa

(ii) sef" (E /O => * massimo locale e f concava

DIMOSTRAZIONE

Uso lo sviluppo di Taylor di f in E all'ordine d = 2 :

f(x+h) = f(x) + fin + 0(n2) = f(x) +hi
w(h)

no
· f( = 20 => 7820 t

. c
. Se/h8 >Whi (def .

di limite con 2 = E)
continuita

alora per 1415 => f(ith) > f(x) + En > f(x)

=>I e minimo locale



Def.

Def.

Def.

Crescenza e decrescenza

Teorema

Data f : Xi R
,
XCR

,

si dice che f e crescente se

#Xo
,
XEX Xo < = f(xo) f(x)

f e strettamente crescente se

#Xo
,
XeX Xo = f(x) < f(M)

Si dice che f e decrescente se

VXo
,
KEX Xock = f(xof(x)

f si dice strettamente decrescente se

fxo
,
+X Xo(ke => f(xo( > f(x)

Data f : I > /R
,
derivabile in tutti punti ,

allora :

(i) f 30 f crescente (iii) f'0 f decrescente

(ii) f'20 => f Strett . Crescente (iv) f' => f strett . decrescente

Commenti

· f strett
.

Crescente f' > 0

esempio f(x) = X3

· f strelt . Crescente>f 0 & (x1f'(x) = 0) non contiene intervalli

· e essenziale che f sia definita su un intervallo

esempio f(x) :=-

DIMOSTRAZIONE

- crescente => f30 If decrescente => f'20)

prendo XeX
, f crescente => hso

,
f(xth) < f(x =>

f(x+h)
- f(x)x0

=> f'(x) = lim f(xth) - f(x)
= 0

ne0 n

Oss f decrescente #) -f crescente => (f) 30 => -f30 = f 0

f's=f Crescente
f(x+h) - f(x)

> ↳> => JSt . c
.

FotheS
, f(xth) < f(x

h

NON FUNZIONA

CcR& e convesso se

"V Po , PiEC ,
il segmento [Po , P1) di estremi po , pi e contenuto in C

dove [Po , P1] = [Px : = (1 - x)po + Xp+ /x[0
, 1])

cioe Po
, PreC

,

Xe [0 , 1] : H-Npo + Xp,
eC

f : I <R si dice conversa sel sopragrafico ((X ,y)/XEI , y f(x) ) e convesso.

f : I : R si dice concava se il sottografico ((X ,y)/xeI, yf(x) e convesso.

f strettamente convessa

fxo ,M fl
,

Xe (0
,
11 f((-XXo + MX) < (1- x(f(x) + Xf(x)

Oss f conversa E) -f e concava



Proposizione

Teorema

Lemma

Data F : I R sono equivalenti :

(i) f e conversa (concava

(ii) dati po , pregrafico, il segmento [Po , P1] sta sopra il grafico, (sotto

Ossia e contenuto nel sopragrafico

(iii) XXo ,
XEI

,
Xe[0, 1] f((-Mxo + XX) = (- x) f(xd) + Xf(x)(3)

DIMOSTRAZIONE

(i) => (ii) orvia

(ii) => (i) Prendo Po = (o , yo) e Pr = (1 , (1) : Po = (xo
, f(xd) e pi = (1

,
f(x) sono nel grafico

quindi per (ii)
, [p ,pi] < sopragrafico => [po ,P1] < sopragrafico Ya

Px =(- x)x0 + MX1 ; (1- x)yo + xyd

↓ ·Px= ((e-2)xo +xXi(- x)f(x) + Xf(x) [Y EnPix e sopragrafico => f((1-xxo + XX)) =(1- X(f(x) + Xf(x) = (- x)y0 + Xy
=> Ax E sopragrafico ↓ ↓

>

(iv) => (iii) prendo Xo
,
Xel , Xe[0, 1]

,
prendo po = (X0 , f(xo)) , Pr = (

, f(x1)

per kil [Po ,P1] < sopragrafico = PLE Sopragrafico Px= ((1-xxo + XX ; (- Nf(xo) + xf(x))

= f(G- 4)x0 + xx) = (1- X(f(xx) + Xf(x)

Data f : IR derivabile due volte
,
allora :

(i) f"30 #) f'e crescente ES f conversa

(ii) f"10> f'e decrescente f concava

Data f : I: R conversa
,

dati XocX1EI
,

allora
&

f(x) - f(x)
=

f(x2) - f(x) f(x2) - f(x)

X1 - Xo X2 - Xo X2 - X1

·DIMOSTRAZIONE
I

X-NoPoiche Koea
, Jelo ,

11 t
.
C . X = (l-No +ha con x=

X2 - No

f f(x) = (1 - 1If(x) + xf(Xz) => f(xl-f(xo) = N/f(zl-f(o))
=> 5(x1)- f(xd) f(x2)-f(xd

X1 - Xo Xz - No

5(x2)-f(xd f(x2)-f(xl-Xf(x2) (1 - X)f(x2) - f(x) + Xf(x2) f((z) -f(x)Inoltre & 1- X
=

=

Xz - No
X2-Xe-1X2 (-X(X2 -Xe + XXz X2 - X1

1- X

DIMOSTRAZIONE

f conversa => f'crescente

prendo XoXEI e dimostro f(xo) = f(x2)

prendo hao t
. c. Noth <x2 e Xo-h

,
assia hX-Xo

f(xoth) - f(xo) a f(x2) - f(x) f(x2) - f(x- h)

n X2 - Xo h

n+ o n- 0
V V

f(x) 1 F(x2) - f(x)
↳ f'(x2)

X2 -Xo

C
&



Integrali (calcolo)

Def.

Altri significati

Calcolo approssimato dell'integrale

Calcolo esatto dell'integrale

Def.

Data f : [a , b) > IR continua &

Se fo, l'integrale definito di f da a a b
,
Sabf(xdx, y = f(x)

e l'area del sottografico A :=(x
, y1/a=x=b

,
0 < y = f(x) -

Per f non necessariamente positiva, si pone

Jab f(xdx = area At-area A d

dore At : = ((x ,y)(a = x = b
, 02y = f(x))

A : = ((x , y)/a = x = b
, f(x) = y + 0) ⑭

Inoltre si definisce (f(x) dx = -Sabf(xa
a e b sono gli estremi di integrazione

f e la funzione integrada

oss se f30, A e contenuto in un segmento area (A) = 0 = Saf(x) dx = area At 0

Se fro, At e contenuto in un segmento area (At) =0 = (f(xdx = -areaA0

Se a = b
,

A+, A = segmenti comend Saf(x dx = 0

Perche questa def . e insoddisfacente ?

Perche l'area di un insieme del piano e un concetto non ben definito

P(t) si muove con velocita scalare v(t)

La distanza percorsa tra to e ti e d =CH d

PC) si muove con velocit vettoriale Ct) ed e sottoposto a una forza F

Illavoro tra to etre L = F(p(t)) - CH Ot

&

Divido [a , b] in n segmenti di langhezza S :

S = b a In
, .... In -Fi = 1

,...,
n scelgo Xie In

Saf(xdarea(Ri=x
Se fe continua Emf(x)S) = Safax

Date due funzioni f ,
F : IR

,

dico che F e una primitiva di f se

# (x) = f(x) XXEI

e si indica (f(x) dx + c

esempio una primitiva di-e ,
ma anche +c con c costante



Teorema fondamentale 
del calcolo integrale

Tabella delle primitive elementari

Regole di integrazione

Date F,
F : [a ,b] - R con f continua e F primitiva di f.

Allora :

Sabf(xdx= F(b) - F(a)

Notazione : F(b) - F(a) = (F(x) /

DIMOSTRAZIONE Cideal

Saf(xdxf(x)S-FS
con Xi = estremo sinistro di Ii Sostituisco f(x = F'(xi)

con it rapp. incrementale

= - F(x) +F(xn+f) - F(xz) + F(xz+S) -

...

- F(xn) + F(xn + S) = F(b) - F(a)

Per concludere
, bisogna far vedere gli errori nei due E tendono a O con S.

esempio 5xdx =1 = 5
2 exdx = let! = e - er =

ec - 1

e

ossfdispariperch
AteA son simmetric e quindi area (A) = area

O

f(x) F(x)

a ax + C

x9(a+ - 1)
ya+ 1

+ C
a+ 1

x = E logx +c //log(-x) + c log(x1 +c

Su(0, +0) su (0, 0

ex ex + C

axat (aso
,
af1) + C

loga

logx X(logx - 1) + C

sinx - cosX +C

cosX sinx +C

tanx -log/cosx1 + C

1
arctanx + C

1+ x2
1

arcsinx +C
1 - x2

1) Saf(xax + Sp'f(x = Sa f(x)dx

#im Sia Funa primitiva di f : (F(b) - F(a)) +(F(c) - F(b)) = F(c) - F(a)

2) al Sifcdx = mffcndx
b) Somf(x dx= M/f(x) dx

Di al Sia FCX) una primitiva di f(x)

=> MFCX) e una primitiva di mf(x)

Infatti (mF(x) = m F'(x) = mf(x)

6) Smf(mF = mF(b)-mFa =m(F(b-F(a) =mf



3) a) Sf(x) + g(x)dx = Sf(x)dx + (g(x)dx

b (of(x + g(xdx = (af(x)ax + (bg(x)dx

Dim as Sia F prim .
di f ,

G prim . dig
=> F(X) + G(X) e una primitiva di f(x) + g(x)

Infatti (F(x) + G(x))' = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x)

b) (f(x) + g(x)dx= (F(x) + G(x)( = F(b) + G(b) -F(a) - G(a) = (F(b) - F(a)) + (G(b) - G(a))=

= Saf(x ax + Sabge ax

esempio Szex-Edx = 2fexdx-3/dx = zex-3lagx + C

4) Formula di integrazione per parti :

Sf(x) - g(x)dx = F(x) - g(x) - (F(x) -g(x)dx

Saf(x) - g(xdx= (f(x) . g(x)) - So F(x) . g
. (x)ax

Dim a) F(x) · g(x) = (f(x) - g(x) + F(x) - g'(x)dx

Infatti (F(x) -g(x))' = F'(x) . g(x) + F(x) - g'(x) = f(x)g(x) + F(x) -g'(x)

bl (F(X) . g()/a = Saf(x) - g(x) + F(x) - g , (x)dx

esempio Sxexdxfet .X-Set1dx = xex-et +c

& f

Seogx dx = flogx - 1dx = xeogx-(x -Edx = xlagx - x +c

& f

geogXdx = flogx . Edx = logy-logx-(log . [dx = 2/logdx = logx = (lg+
dx = log +c

g f

5) Formula di cambio di variabile

al /f(g(y) g'(x)dx = F(g(x)) + c

(f(g(x)g ,

(x)dx(f(y)dy = F(y) + c = F(g(x)) + c

y = g(x) , dy = g'(x)dx

bl figl gi a f(y)dy = (F(y)/
y = g(x) , dy = g'(x)dx

Caso particolare

/fam+a)dx(f(y). dy= (f(y) dy

y = mx +qdy= max-dy = dx

↓↳ f(mx+q)dx =may a

esempio ↳edx Feedy = E/ey) = e
y = 2x

, dy =2dx

Jexxdx(eYay = zey +c = zex + c

y =x
, dy = 2xdx

Stanxdx = find y = -lgly += -logo

y = cosX
, dy = -sinx dx

Jexeddy



Integrali di funzioni razionali fratte

esempio . I exax = /arctanx!= - (-)=

· I ex aiyz dy =- Dov'e l'errore ? Y = E non e definita in 0

y = z ,
x = t

,
dx= -x dy =-dy

· /2 d Dov'e l'errore ? X = IFG

y =x2

ay =2xdx-dy = d

2
· "e* d zyey dy = letzyl-Setzdy = ne-2/e21 = Ge-2e2 +2 = 2e + 2

y=

ay= dx - cydy = dx
per parti

· S1xdx [S1-siny cosy dy = /coszy dy
Coszy = cos2y

+ 1
= (cos2dy

(- 1
,
1] X= siny -y

dx = cosy dy

=E sinzy + zy + c = sin (arcsinx) + 1arcsinx + C

Oss se GCX = Sa fltide ,
allora G(X) e una primitiva dif

Trovare una primitivadicon N
,
D poina

Si ha che : ( #)
D(x)

con Q(X
,
R(X) polinomi e degR(X) < deg DCX)

Si riduce quindi/Rax
La fattorizzazione complessa di DCX :

D(= (x- dini con die e Ini = n = degDIN
i = 1

Se considero invece la sua fattorizzazione reale
,

si hai

D(x) = x + an- ,
xn+

+ ... + anx + do = (x - a ,
)" - (-az) ... (x-an((x+b,x +4) ... (x + bjx+ (j)mj

con dieR
,

nethat ... tr + amet ... + 2Mj = M *O DLO

Dato B
,

allora esistono delle costanti tali che :

R+ Bmex+ Cm Ex + Ge

+...Ent mi+... +

(x+bix + c)m,
... +

x + bjx +C

DIMOSTRAZIONE

R(X)
Dato

(- xyM ... (x - xm)m
Con Met ... +u = ne ReRne[x]

,

esistono Rn ERm-1[x] , RzERne-1[X] , ..., RuERnu-1[X] t
. c .

R(X) Ry(X) Rk(x) (A)
(X- xy)M ... (x - xx)x

=

(X - x)n-+Ph +... +

(X - Xk)4k

(** R(x) = Re(TT(x-xilhi + Rz((x-xi( +...Ri+ 1

Considero l'applicazione :

T : Rm-e[X]XRnz-e[x]X ... xRnn-n[X > Rn-n[X]

(Re
, Rz

, ..., Rm) 1 s ReCTt(x-xilhi + Ra(πt(X - xi(ni +... + Rk(x)-x
i+ 1

i + 2

Voglio verificare che T e surgettiva E T e iniettiva> T(X) =0 allora X=0

T( = 0 = Ri(X)Tt(x - xi(hi + Rz(X)π(X - xi)ni +... + Ru(x)-x = 0
i+ 1

i + 2

R( =R-R=[RR

MaR(x) ERm-1[x] = Re(x) = 0

Ripetendo il ragionamento ,
si ha : R

, (x) = Rz(x) = Rs(x) =
...

= Rn(x) = 0

Re(X)
Con la stessa strategia, si dimostra che :

(-xhe= +A +... + Aim
Isicostruisce T :A >Rn-1[X] ,

... )



Il calcolo si riduce a questi integrali :

il / dx ii) /Base ex ii Sax
iv) (x +bx+cdx ~Sax vi (b) ax

il (x*ax = A/xadx = Alog(x-a) + cost

A
,
a R

il (Pajedx = B((x-a- 2dx =
B(X-a) et

- cost
- e+1

B
,
a ER

,
es1

vii I Cx + D
dx

x + bx+c

(x2 + bx+ c)) = 2x+ b , (x+ D = E(2x + 2 + b - b) = =(2x+ b) + D-

I Cx + D
ax=E dx + (- (xbx+ x = Elog(x+bx + c) + cost +-b)x + bx+c

in Sxbx+x =
1(k+E -bax/ja

Completamento del quadrato : X +bx+ c= (x+
2

-+

=(d) d = factantcoato( + c

t=+
dt=dx

v)(EX + F

(x2 + bx+c))dx
con manipolazioni algebriche + cambio di variabile, mi riconduco ala forma :

Sax + /quidt = c, log(x+bx+c) + c(vi)

vi j = /ide==(ajtdt + Ij+ =

=-jei Et + /ice Eat + Fjt = - 2j(+ 1)
+j + Fj+

t
=> Fjte = (1-f) (j +

2j(tz + 1)i
con In = Stat = arctant + c



Calcolo di aree e volumi
1) A insieme nel piano (limitato

, regolare ( ?)

Xa

AxeR Ax = sezione di A ad altezza X : = An Rx

· l(x) : = lang(Ax)

area(A) = fe(x)dx con a
,bt

.
c.

Ax = vuoto

se Xan opp X>b

2) Vinsieme nello spazio (limitato , regolare ( ?))

Xa

FXER RX piano ortogonale all'asse e passante per

V = sezione di V ad altezza x : = V n Rx· a(x) : = area (Vx)

vol(V) = Sacxdx con a
,
bt

. c . V = 0 per=a opp .

x b

Giustificazione (1)

Divido [a , b) in N Segmenti Fr
, ...,

In di langh .
S=a

: Ii = [xin
,
Xi]

Xa

X

b

O Rx

Ritretabasesed

00

area(A)
=im area (Ri => area (A) = Sae(x dxa

Giustificazione (2)
C cilindro di base B

M

b

- ~

h

O C2

--
v vol(C) = area (B) . h--

a C
C = cilindro di base Ax,

e altezza S

vol(VI=vol(i)= rea(A . S=

Volume stera

M

- X Bx = circonf
.
di raggio r(x) = R2-x

00
R

G(y , z)(yz + z= -R2 -x)

vol(B) =(Macax
B sfera di raggio R

Volume como C = como di vertice V e base B

-

!
of Eunione dei segmenti [V , P] con p che varia in B)

h # Cx = copia rimpicciolita di B di un fattore
Comotetial

-
B
⑳

area ((x) = area (B) . (2
W

vol (C) = (area ((x)dx = (area(B) x =area(
= area(B)(area (B) . h =area



Vol . solidi di rotazione (I)

Ya #p : f : (a , by + [0 , + x)
y = f(x)

A : = ((x , y)/a= x = b
,
0 + yz f(x)

III V := solido attenuto ruotando A attorno all'asse X

a b
> X

vol(V = Sarea(V)dx= (f(x)"dx

-
disco di raggio f(x)

vol(V) = Sa(f(x) dx

Vol
.

solidi di rotazione (11)

Y a f : [a , b] - [0 , +)
,

ozalb

A : = ((x , y)/a= x = b
,
0 + yz f(x)

E
- y = f(x) V = solido attenuto ruotando A attorno all'asse y

AY --
a b

& X

vol (V) = Sa 2x f(x dx

Giustificazione

L
Ci = cilindro attenuto ruotando il rett . Ri attorno all'asse y

ya
vol(C) = hm (r2 - (r - S(2) = hi (er8-82)

So
, erhS

y = f(x) r-S, Rh vol((i) = 2Xi f(xi) SI
&

vol(V)voif-ab3x
W S

M

esempio

-

"y =x

S

&

-q4
=(( ,

f(x))(a7x2b)

!
b

>
P(t) = (t

, f(t) [Ct) = (1
, f'Ct)) locti) = 1 + (f'ct)) act =b

b

lung (4) = (ctdt =afte



Equazioni differenziali (calcolo)

Def.

Equazioni differenziali del I ordine

Def.

Teorema di 
esistenza e di unicità

Equazioni a variabili separabili

Motivazioni

·Solido in caduta libera Xa

problema : trovare x(t) = altezza al tempo t
·

f = ma a=(t)

f= - mg
= - mg = mi(t) = x(t) = - g O

&

X(t) =gt + c

X(t) = -2gt2 + at + c G ,
Costanti qualunque

Per determinare la soluzione x(t) devo conoscere :

· l'altezza X(to) = Xo ad un certo istante iniziale to

· la velocita v(to) = Vo

Se too : Xo = X(0 =C e V = X(d) = G

· Equazione di decadimento

X(t) = quantita di materiale /radiottivo) che decade

· = KX quantita di materiale che si transforma nell'intervallo at

X(t+ At) = X(t) - kAtX(t) -
X(t +At) - x(t)

= - kX(t) - X'(t) = - kX(t)
*t At + 0

-X(t) = - k < log(X(t)) = - kt +c -X(t) = e
- kt + a

= ce-kt
X(t)

Y a

· Trovare F : (0
,
+c) -(0

,
+0) t . c

.

area (TX) non dipende dax (cioe darea(TH
= 0)

dx

y = f(x)

T
> X

X

Un'equazione differenziale e un'equazione in cui l'incognita e una funzione X = X(t)

Un'equazione differenziale e del I ordine se si puo scrivere in forma normale :

X = f(x ,
t) con f funzione data

& X = f(x() ,
t) si chiama problema di Couchy

X(to) = No

sotto opportune ipotesi so fi

Q problema di Cauchy ammette una e una sola soluzione.

· l'unicit puo non valere

·

per quali t
,

X(t) e definita?

X = g(x) h(t) cioe f(t ,
x) = g()h(t)

esempio X =t si X= sinx si

X = t + x No=ettx gi



da = g(x)h(t) · (ax = (h(t) dt G(x) = H(t) +c

Se possibile
,
esplicito X : x(t) = G" (H(t) +c) /G primitivadi .

H primitiva di h)

Giustificazione

x(t) = g(x(t))h(t)
x(t)

= h(t)
g(x(t))

(dt = (h(t)dt = H(t) +c (dt(gax = G(x) = G(x(t)

X = X(t) primitiva di ge
G(x(t) = H(t) + C dx = X(t) dt

si esplicita X(t)

se G e invertibile : x(t) = G (H(t) + c)

Con questa procedura si ottengono tutte le soluzioni tranne poche

E x= g(x)h(t)

X(tol = Xo con xo t
. c . g(xo) = 0

In questo caso,
,

la soluzione e Xt) = Xo

esempio
it a

S

G = (- 13et , ((-1 dx = fetdt > (t = et + c

(x- 1)
-2

= -ze+
+C

(x() - 1)- 2
= - 2 .e + C > 1

2
=2+ + C= 3

(x-1)
- 2

= 3 - zet
= 1 = l

(- 1)
2=zet

X- 1 =

Tozet
X(t) =

-zet
+ 1

VARIANTE X(0) = - 2

c = 2 + q = 1
↓ 1

x(t) = + 1 > la scelta giusta e con il meno

-zet

VARIANTE X(0) = 1

1
= -2 + c non ha senso

O

Non procedo cost perche 1 annulla g(X) = (x-1)3

La soluzione e x(t) = 1

Quando vale il teorema di unicita ?

Il teorema di unicit della soluzione del problema di Cauchy
Vale se f e derivabile in X con derivata continua

· esistenza : f continua

· unicita : Of esiste ed e continua

esempio Ex=+z

X(0) =No



Equazioni lineari del I ordine

EDO del II ordine 

Def.

Teorema di 
esistenza e di unicità 

di soluzioni di Pc

EDO lineari del II ordine 

X + a(t)x =b(t)(ax X = f(t
,
x) con f(t,

x) = b(t) - a(t)x (affine in x))

act)
,
b(t) funzioni note

esempio X-3x= 0 +x = 0 NO

X - 3xt = 0 X++x = et No

X-3xt = et

Si prende Act) primitiva di act)

Si moltiplica l'equazione per eACt) (fattore integrante

X(t) eA(t) + x(t)a(t) eA(t) = b(t)eA(t)

(xeA(t))' = b(t)et(t)

XeA(t) = (b(t)eA(t)dt + c

x(t) = e
-A()[(b(t)eA(t)dt +c]

E X+ a(t)x = b(t)

X(to) =No

cercare A(t) t
. c .

Alto) = O

(x(s) eA(s))' = b(s) eA(s)

integrate tra to et X(t)eA(t)-X(to)eActol = (b(s) easd

x(t) = e
-A(t)(xo+ ( b(s)eA()ds)

Sono equazioni differenziali della forma

x(t) = f(t ,
x(t)

,
x(t)

Problema di Cauchy :

x(t) = f(t ,
X(t)

, x(t))

I X(tol = No

X'[tol = Xe

Sotto opportune ipotesi so f , (PC) ammette un'unica soluzione

Ll'equazione X" (t) = f(t
,
x(t)

, x(t) che soddisfa Xto = Xo e X(to) = x1)

X"(t) + a(t)x(t) +b(t)x(t) = c(t)

· CCt) e detto termine noto

·Se clt) =o allora l'ea .
e omogenea

· alt)
,
b(t) coefficienti

· Se alt)=a
,
blt) = a indipendenti da t

,
diciamo che l'equazione e a coefficienti costanti



Teorema

Corollario

Se ((t) = 0

Sia X l'insieme delle soluzioni dell'EDo del I Ordine lineare omogenea

X"(t) + a(t)x(t) + b(t)x(t) = 0

Allora X e uno spazio vettoriale di dimensione 2

Cdi funzioni definite su I
,
intervallo di definizione di alt) e b(t)(

Siano Xi(t)
,
Xz(t) due soluzioni linearmente indipendenti

dix" + a(t)x + b(t)x = 0

Allora Le soluzioni sono del tipo Xom(t) = GX(t) + CXz(t) conG
,
GER

DIMOSTRAZIONE

il X e sotto spazio vettoriale dello spazio delle funzioni f : IcR : R

Se Xilti exalti sono soluzioni di (*) e celR,

allora X,(t) + CXz(t) e soluzione di (#)

Xi + act)xi + b(t)x = 0

x + a(t)x2 + b(t)x = 0

Devo mostrare che X1 (H) + CX(t) e soluzione di (#)

(+CX2)" + act)(Xn + ((z)' + b(t)(x+(x2) = X +Cx + a(t)(xi +(x2) + b(t)(xi+(x2) =

= Xi +a(t)xi + b(t)x +c(x + a(t)xz + b(t)x) = 0

ii) x(t) = 0 = X

O + act) - o + b(t) . 0 = 0

=> X e uno spazio vettoriale

Sia T : X < R2

x1.)
is T e Lineare

Xelt)
, X2(7) EX

,
allora T(xe + (x2) = T(xe) + CT(x2)

T(x(t) + (x2(t)) =( = (j) +c(i) = T(x(t)) + CT(x(t))

ii) T e iniettiva
,
ossia Ker T = [x(t) =o

L'unica x(t) soluzione dell'eg .
diff

.
t

. c
.[ e la funzione e nulla.

E
↓"(t) + a(t)X'(t) + b(t)x(t) = 0

x(0) = 0

X(0) = 0

Per il teorema di esistenza e unicit
,
la soluzione esiste ed e unica

So che XCt) = 0 e soluzione, quindi e unica

iii) V (vi) ER2 Fx(t) soluzione di E
↓"(t) + a(t)X'(t) + b(t)x(t) = 0

X(0) = V.

X'(0) = Vz

Per il teorema di esistenza e unicit
,

so che la soluzione esiste

=> dim X = dimR2 =2



EDO lineari del II ordine a coefficienti costanti
X" +ax +b = 0

Chianiamo equazione caratteristica (EC) :

x + ax + b = 0

1) >0 : El ha 2 soluzioni reali distinte X1
,
1

Le soluzioni sono X(t) = c ,
exit + Cezt

2) 130 : El ha 2 soluzioni reali coincidenti
*t

Le soluzioni sono x(t) = c ,
e + Gt eit

3)10 : El ha 2 soluzioni complesse distinte prin
Le soluzioni sono XIt) = c

,
eltcoscut +celt sincut

VERIFICA

1) caso D >O

x(t) =at

x'lt) = Meet x"C = Meet

X git takeet bett = e
*

(xi + am + b) = 0

at,eat non sono proportionali

2 caso D = 0

Xt) = text e soluzione = -e

x'(t) = at +textClzettext i i
- -

exent +text + aaxt-axtext +text-text (x +ai + b) + ext(2x +a) = 0

3) CASO AlO

4be
X(t) = el7 cos(wt)

X(t) = peltcos(wt)-weltsin(t) X"(t) = 22 altcos(wt)-zewesin(wt)-waeltcos(rt)
eltcos(ut) [P2-wa +af +b) - weltsin(wt)[29 +a) = 0

Il ↓ab -b = 0

Da dove vengono ?

2) In generale XIt = elt Xt = Next
,
Xt = Next

Next + axet +bett = 0 -ea+ b) = 0

Le sue radici saranno:eith /k -0 *

Allora possiamo scrivere :

(x-Y((x-(i+h)) = x2 - x(+h) -xx +x(+h) = x -x(2x+h) +y +xh
(n+ht

=> X -N(zi+h) +(i +Th)x=0 = x(t)= eit +Cl

~
Iscelte arbitrariamente). Sia Xh Soluzione dell'eq . differenzialeScelgo= e c =

-1

*t
Per h 10 : Lim Xt = lim eth17 - e

=eim ext . eht-1 = eit.
n+0 n+ 0 N n+0

3) X = eltsin(wt) Xz = eltcos(wt) eix := cost + isinx
wit

Sia Xe
,

x = p + wi ent = getwist-g . e = pe
*

(cos(wt) + isin(wt)

Anche in questo caso : lett)' = xext

Infatti /et(cos(wt) + isin(wt)))' = geft(cos(wt) + isin(wtl) +eft)- wsin(wt) + in cos(wt)) =

= et(geint +in (ostwt) + isin(wt)) =If+iw)ent est = nett

Allora Xt) = elt risolve rax + bx =o se e solo se X + al + b = 0

Se Mez = Pic sono soluzioni dell'eg.ne caratteristica
,

allora

X(t) = at e Xa(t) = ext sono soluzioni complesse dell'eg . he diff.

=>
exet + ext

= eltcos(wt)
,

ent - et
= eltsin(wt) sono ancora soluzioni

2 2i



EDO lineari del II ordine non omogenee

EDO lineari del II ordine a coefficienti costanti non omogenee

Lemma

Corollario

Salt +blt)x = act) ( #)

Sia Xe soluzione di (A) con termine noto C (t)

Sia X2 Soluzione di (A) con termine noto ((t)

Allora XCt) = anXi(t) + azX(t) (con an,a,E) risolve (#)

con termine noto c(t) = anG (t) + az(z(t)

Caso particolare : se Xi
,
X risolvono l'equazione omogenea (om

allora a, X + azX risolve (om(

Dim ("a mano,

Il =deta e= Anketazz

#) T : XI > X + act) X + b(t)x e lineare

# T(x) = c T(x2) = C

=> T(X) = TCanXetazXz) = An CetazKz

L'equazione omogenea associata X + a(t)x + b(t)X =0 (om)

Sia E una soluzione di (# )

Allora ogni soluzione X di (A) si scrive come

X = + Xom

con Xom soluzione dell'eq . Omagenea (om (

X = [ * + Xom / Xom EXom] = Xom +

Y + ax +bx = c(t) (*

+ax + bx = 0 (*om)

PROBLEMA : come trovare una soluzione di (#)

C(t) * (t)

Leat : · A M
, 2

at
Be

at
· a= X + x2 Ste

· a = M = 12 Btpat

p(t) pat :. a+ 11
, 2 a(t) eat con degp = dega = d

·a= M+2 q(t) + eat

a= M= X2 q(t)t eat

Pe(t) eltcos(wt) + Pr(t) eltsin(wel con Pl , P2 , 91 , 92 polinomi di gradod

etic Me
,2 9(t) eltcos(wt) + 92(t) eltsin(wt)

&+in = + 12 t(9(t) eltcos(wt) + az(t) eltsin(wH)



esempio X-X-SX = zet

X-X-ox = 0 -X -X-670 -(x- 3)(+2) =04= 3
,

x2 = -2

- 2t
Xom = C , est + Ce

Cerco della forma(t) = cet :=== ceat

cet-cet-scet zzet - c= -E= - Bet

=> x(t) = Gest +Get -Get

VARIANTE : c(t) = ze37 ma(t) = cest e soluzione di (om)

E(t) =ctest(t) =((3t +1)a3t Elt) = clgt + 6) est e sostituisco in (A) :

Cest (9t+6 - 3t -1 - Gt) = 2e3t 5= 2 - c= =(t) = zast
=> x(t) = Get +Cet

+ zest

esempio -2x +x = et

X-2x +X =0 > x -2x + 1 = 0 > M = 12 = 1 > Xom = Get +Ctet

Cerco E della forma : E(t) = Ctet

(t) = c(t2 +2t) et * (t) = c (t +at + 2) et e sostituisco :

cet(t2 +at +2 - z(t2 + 2t) + +2) = et - 2 = 1 - c= E >(t) = Eth et

=> x(t) = Get + cytet + Et et

esempio X-2x +x = t2 (t2 = += got)
=Notfttaat * = M + 24t * = 292

22 - 241 - Gxzt + xo +xnt +x2t2 = t2

S
Q2 = 1

(Xat2 + (9-2x2ht + Co-29e + 2x2 = +2 san-492 = 0

20 - 2x , + 2xz = 0
->(t) = +2 +4t + 6

VARIANTE : C(t) = t2et

Cerco nella forma * = (Co +x1t + x2t2)that



Teoria degli insiemi

Lemma

Operazioni con gli insiemi

Def.

Def.

(ASSIOMI Zermelo - Frankel ZF + assiona della scelta zFC)

Dati A
,
Binsiemi AuB

,

AnB

Data Y famiglia di insiemi : UF = unione di tutti gli insiemi in 7
, 17

SeF =GAilie 1) : UFi 17= Ai
/

AlB = A- B : = [xA/X B) (differenzal

AB := (A-B)v(BIA) (differenza simmetrical

AxB : = ((a ,b)/acA , beB) iprodottol

esempio IRXIR = ((x ,y)(x, y = R)

GCAXB e il grafico associato ad una funzione f : A-B se FacA J ! beB t
. c .

(a ,
bleG

Questo unico b e chiamato fla

Una funzione f da A a B e un insieme GcAXB tale che

VatA 7 ! beB : (a
,
b) eG

f surgettiva Fb Ja : (a
,
b) G

f surgettiva e iniettiva Fb 7 ! a : (a , b) -G

ciol de e il grafico di una funzione da B ad A

AxA = ((a , all Ian
,
az Al

A = AxAx
...

xA =Glan , 92 , ...,
and lan , ..., anA) & funzioni da 41 ..... nb >Al

-
n volte

L'insieme delle funzioni daI ad A si indica AF

P(A) = [ sottoinsiemi di Al

Dato EcA definisco la funzione indicatrice di E Xe = 1 : A 140 , 11

data da 1(a) = (1 seatE

Sina VECA
,
1e - 50 , 1) A

Inoltre agni funzione f :A0
, 1) e la funzione caratteristica di un sottinsieme ECA

Quindiho una correspondenza biunivoca tra P(A) e (0 , 13
A

( = 2
A)

= [0 ,
1

,
2

,
... ) = Enumeri naturalis IN *=[1 ,

2
,
... )

L ...,
-2

,
-1

,
0

,
1

,
2

,
... ) = (numeri interil

~ =[(pt( , qt(
* ) = Enumeri razionali = ((p ,q))pe) ,gen = xI1

*

~

(p,q) ~(p'
, q) se pq = apl

2 = (numeri reali= (numeri con espansione decimale infinita, non necessariamente periodical
/definizione ok ma mancano le operazioni

i razionali sono reali con espansione decimale periodica

# : algoritmo elementari
,

E : algoritmo da periodico a frazione(

0
.O = con

=Enumeri complessil



Def.

Def.

Def.

Lemma

Lemma

Corollario

L'insieme A e finito se esiste n e una funzione bigettiva f : In= 1
.....3 - A (Io = d)

n viene detto numero di elementi n = #A = (A)

Un insieme e infinito se non e finito

esempio IN

Se A e B sono finiti
,

#A= #B EJf : A -B bigettiva f

InAf e una bigezione da A a

OSS se Al finito F ! n t
. c . If : In A bigettiva

=> posso definite il numero di elementi

f
Se Jf : InIm bigettiva allora n = m

. In > A

In "g

DIMOSTRAZIONE

Per induzione sun

OSS 5 = Ske 7/kan)
f : Jn < Jm : f(k) = k-n + m e una bigazione

Dati A eB inciemi qualunque, dico A e B

sono equipotenti oppure hanno la stessa cardinalit se

If : A > B bigettiva
Si scrive /Al = IBI oppore AnB Questa e una relazione d'equivalenza

ACHTUNG non esiste l'insieme di tutti gli insiemi (paradosso di Russell)

esempio IN >> INpari [IN hanno la stessa Cardinalita (f : keNI <2keINpari)

A e numerabile se e finito oppore IAI = IINI

A e numerabile 7f : IA surgettiva (AFP)

DIMOSTRAZIONE

=> A numerabile : > IA) = IIN)7f : INA bigettiva
~ A e finito In Jf : InA bigettiva

=> If : In "A => estendo f a IN in modo arbitrario

=> Jf : IN > A surgettiva, posso supporte A infinito

Costruisco g : /N > IN in modo che fog : INA sia bigettiva
Dico che num se f(n) = f(m)

Divido IN in classi di equivalenza (controimmagini dei punti di A)

Costruisco g: IN > IN in modo che

ogni classe di equivalenza di~ contiene g(n) per uno ed un solon

Adesempio : g(d = o

g() = min(IN-[g(a])
g(2) =min[IN-(Ig]uTg4)))} ...

Se BcA
,
A numerabile

,
Be numerabile

DIMOSTRAZIONE

Parto da f : IN A surgettiva e costruisco g : /N > B surgettiva => Be numerabile

g(n) = S f(n) senEB

quello senB
che voglio



Lemma

Lemma

Lemma

esempio ogni sottoinsieme infinito di un insieme numerabile

esempio 7

2-i : i - ci sono tanti modi

f (k) = [ kpopari e una bigezione f:

esempio 77

& · &

& ·
f(u) of(3) of(2) fiel f : IN <77

flo
&

f(5)folflo
e f "a spirale,

· f(6)f()f(s)
.

f(g

esempio In

Q = [*(pe4 , geIN* )
Sia A = ((p ,q) = Xx7) / p ,g primi tra Loro

, go ]
Q AcXX & dunque Q e numerabile

La bigazione e f : A Qf((p ,q))=

Se A si scrive comeE An e ogni An e finito allora A e numerabile

lunione numerabile di insiemi finiti e numerabile)

esempio Y : numeri algebrici (soluzioni di equazioni algebriche a coefficienti interi (

sono soluzione di astax +azx" +... taax
*

= 0

An = [soluz .
di una qualche equazione conden

,
lad

,
1911

, ....
ladland #An = 2n+

a+1n

= An = A e numerabile

↓ unione numerabile di insiemi numerabili e numerabile

A= An con An numerabile A e numerabile

DIMOSTRAZIONE

An An num => Ffn : IN An surgettiva
Sia f : /NXIN - A data da f(n ,

m) : = fn(m) e surgettiva

INX IN nom => Fg : IN > INXIN

Dunque fog : IN A e surgettiva

Il prodotto finito di numerabili e numerabile

A= AnXAzX ... XAn

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su N

PASSO INDUTTIVO Anx... An e num = 7f : /N <Anx... An Surgettiva

Ante e num > Fg : IN Ant surgettiva
Siah : INXIN < Anx

... xAnXAnt h(n
,
m) : = (f(n) , g(m)



Def.

Def.

Lemma

Lemma

Proposizione

Proposizione

A e non numerabile se 7f : /N > A surgettiva

R non e numerabile

DIMOSTRAZIONE

Data f : /N
*

> Resiste Xt
. c. XEf(IN

* ) (ciol f non e surgettival

Costruisco X = 0
,
X1X2Xs ... /cifre decimali

Prendo X1 prima cifra decimale di f(1) ( + 9)

X seconda cifra decimale di f(z) ( + 9)

· . - (costruzione per induzionel

=> X + f(n) FREIN*

PlINI non e numerabile

DIMOSTRAZIONE

Data f : IN , PIN) costruisco EcIN t
.
c

.

E = f(n) Un : E= IneINInefin))
Se flozo, allora o E

Se invece f(o) po ,
allora 0E

Se fin) an ,
allora neE

Se invece f(nicyn ,
allora neE

=> f(n) + E

IA) =IBI If : A - B bigettiva

IAI 1 IBI significa che Ff : A1 B iniettiva

OSS sono fatti equivalenti :

(i) (A) = (B) Jf : At B iniettiva

(ii) J B'CB con AnBi

(ii)(A)(B) J g : B-A surgettiva

Data F : A-B iniettiva

79 : B + A t
. c

. gof : A-A g(fla)) = a FacA

g si chiama inversa sinistra di f

In particolare g e surgettiva

DIMOSTRAZIONE

f A- B iniettiva allora f : A-f(A)cB bigettiva

quindi ha l'inversa f" : f(A)-A

prendo g(b) = [f(b) sabef(A

sebef(A)

Data f : A - B surgettiva

7g : B + At
. c

. fog : B - B f(g(b)) = bfbcB

& si chiama inversa destra dif



Def.

Teorema di Cantor-
Bernstein-Schröder

IAI IBI se /Al = IBI e /Al FIB

se (A) = /BI e /BI/A) allora IA) = IBI
cioe se Ff : A-B iniettiva e Fg : B-A iniettiva

allora Fh : A+ B bigettiva

esempio PlINI = R

1) IP(IN)) = IRI cioe esiste f : P(IN) > IR iniettiva
2

10
. 1) IN = [funzioni da IN in 40 , 11) = [sequenze infinite dioe1)(E1-1E)

f : /Xo
,
Xe ... )6 O,ok .. oppore f : El > 0

, XoX ... con Xn =/ sen
2) (IRI = (P(IN)) cioe esiste g : /R > P(IN)

Ru(0
,
1) X11Etfarctanx quindi considero g: (0

,
1) /sequenze di o e1)

X = (sequenza delle cifre di X dopo la virgola in base 2)

n

esercizio RXR ~ R

RP ~IR

RIV ~ R

&2 = MIN-(2IN)IN -2INXIN-2IN wIR

esercizio Trovare XER esplicito non algebrico

esercizio YA(A)- P(A)

DIMOSTRAZIONE

Si puo costruire finiettiva, ad esempio X1 - [x) AXA
Quindi IAI PA)

Sia ora F : A = PLA)



Completezza dei numeri reali

Def.

Def.

Teorema

"modello, dei numeri reali

IR =Enumeri con segno ed espansione decimale infinital
· difetto : somma e prodotto sono definiti solo per i numeri con espansione decimale finita

landrabbero definiti per tutti i numeri (

· vanno esclusi i numeri con 9 da un certo punto in poi /relazione di equivalenza)

L'ordine e ben definito x = y

L'insieme dei numeri reali estesi e

IR = RUSIs) = E0
,

+O)
↓ 'ordine e definito anche su

Somma e prodotto sono definiti solo per X
, y ER (altrimenti R non sarebbe pi un gruppo

Dato EcR /EFQ)
,

definisco l'insieme deimaggioranti e dei minoranti di E :

Mage = (y = (R : x zyFXE) ("E = Y x)

Mine =<yel : x, y XXEE) ("Ex, y , )

infe := [max(line sellin
IR Minzollagee

se Mine = a

SUDE : [min(Mag se Mage + &

se Mage = a

Fatti ovvi

Se max E esiste
,

maxE = supe
Se min E esiste

,
minE = infE

Se supEcE ,
allora supE = maxE

Se infEcE
,
allora infE = minE

Ogni ECR ,
EF0

,
ammette

supE einfE (inRl

ACHTUNG Questo non vale se sostituisco IR con Q

esempio E =(xQ(xz) Mine = [yeQ y =z)

DIMOSTRAZIONE

Dimostro l'esistenza dell'inf

Suppongo Mine** /altrimenti infE = -C)

Sia No il pii grande intero minorante di E (cioe no = max (Min=
1)

Suppongo n.0 Canalogo con no so
, prendendo ai il pii piccolo possibile)

Prendo an e40,
1
....,9) pi grande possibile t

.c. No
,
a

, E Mine

Prendo aze/0 ,
1

, ..., 9) pi grande possibile t
. c. No

,
a,azelline

... (Costruzione per induzione(

y = No
, adada ... infE

Verificare : Ye Mine

y = max (Mine)



Def.

Def.

Def.

Corollario
assioma di completezza

Teorema

Unicità di R

Dati E
,
FcI

,

E
,
F + 0

,
t

. c
. XIy FXE , FyeF (EEFl ,

allora JxcIR t
. c

.

EXF

DIMOSTRAZIONE

X = supE oppore X = infF oppure supExlinfF

Infatti se X=Supe : XI Mage > F = XIF

Impostazione alternativa :

Dato Ec
,

definisco

Mage := [yeR/Ezy] e Mine= Eye (E -y)
SUPE := min (Mage) infE := max(Mine)

Dato X e una relazione XX t
. c.

() XIX FxEX

(2)X = y + y = z = x = z

(3)x2yey*x = X= y

(4) dati X
,yeX ,

vale x = y oppure y =x

Una relazione che soddista queste proprieta si chiama ordinamento totale

Se non vale 141
,
si chiama ordinamento parziale

X si dice insieme ordinato.

esempio Dato A
, PLA) : e di ordinamento parziale

Dato X ordinato e ECX, si definiscono

maxE e min E /possono non esistere (

Mage e Mine

supE einfE /possono non esistere

X e completo se vale l'assiona di completezza :

dati E
,
FcX

,
ElF JxeXt . c

.

EEXF

Dato X ordinato
,
sono fatti equivalenti :

Iil vale l'assiona di completezza
,
ossia

VE ,
FcX

,
E

,
F + Ot . c .

E-F
,
JxeX t

. c
.

EEXIF

liil dato ECX
,
EFQ,

limitato superiormente Mage +9)
,

esiste supE = min Mage
(iii) dato EcX

,
EFA

,
limitato inferiormente (Minz + 0)

,

esiste infE = maxMine



Def.

Teorema

Proposizione

Proposizione

Proposizione

X campo /operazioni : +, ) con Ordinamento (1) t . c.

4x = y = x+ z = y+ z Yx, y ,
zeX

(2) xzy ,
230 = Xz = yz FX

,yeX
si dice campo Ordinato

oss ( non si ordina "naturalmente
,

ossia rispettando le operazioni
Se esistesse un ordinamento ?

Sefosse ico e liso.i -100 = 140 ↳
Se fosse iso i. i so . i = -130 = 110 ↳

Sia X campo ordinato e completo.

Allora X e isomorfo a R
,

cioe

= Q : /RsX che preserva l'ordine (abp(a) = 4(b)
e le operazioni (platbl = y(a) + y(b) , ylabl = y(any(b))

Traccia DiMOSTrazione

Dato X campo ordinato, esiste QX

sottocampo ordinato isomorfo a Q

X campo ordinato completol archimedeo
,

cioe

dati a
,
beX

,
a

,
bso JneINX t

. c . nayb

Ry e denso in X
,

cioe Fa ,beRy ,
alb JqeQx t

. c
. acqb

Costruzione di 2 : Rs X

Si parte dall'isomorfismo y' : Q -QX

e lo si estende a 4 : R : X usando la completezza.



Successioni DI numeri reali

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Def.

Una successione in IR e una funzione f : IN.R

Non si scrive f,
ma si indica la successione come (40

,
X

,
Xz

,
... ) = (n)ne= (n)

Ma anche (41
,
42

....
I = (n)n= 1

...

= (n) fig fill fiz
esempio 10

,
1

,
6

,
9

....
) = 142

p = 0
,
1
...

(1
,
E

, 5
,
...

) = In= 1
,
2

...

41 ,
2

,
3

,
4

.... ) + (2 ,
1

,
3

,
4

... )

Data una successione (Xo
,
X

,
X2

,
... )

,
una sua sotto successione e

una successione estratta dalla prima , scegliendo solo alcuni elementi :

IXno
, Xe , Xi... ) = (Xnalk=0

,
1, ...

con RoCMLNzL ...

Ossia, data una successione f : IN-R
, una sua sotto successione e

fog : INR con g : /N > IN crescente

Dato LER
,
dico chen

ni+
L se

faso Jaso t
.
c

. ne = In-LIE

Dico chen
ni+

+ 0 se

FM JMm t
. c

.

n, Mm -> Xn > M

Dico chen
n +-0 se

FM JMm t
. c

.

n, Rm -> Xn & M

Dato XER, un intorno di X e un intervallo della forma

I = [X-r ,
X+ r] conso

Un intorno di +0 e un intervallo nella forma

I = [M
,

+S]
Un intorno di -2 e un intervallo nella forma

I = [0 , M]

Dico che Xn neto'LeR se

per ogni intorno I di Lesiste = t
. c.R => XnEI

,
ossia XnE I definitivamente in n

esempio Xn = 23 En Xn ' 23

x = 210 = 1 x1 +x
- 0

Xn = n2 > +0 = X
x- +" +0

= log -o logX xot
1 -*

Xn = (-1)4 non ha limite per n+ +

n pari
Xn = [In dispari

Data f : X >IR con INcXcR

> Lse f(x) xn +Lallora Xn = f(n)
n+ +S

ACHTUNG lim sin(TX) non esiste ma Xn = sin(in) = o ha limite O
x+ +0

Sia PCn) proposizione che ha come parametro neIN

Dico che "P(n) e vera definitivamente (in n) , se esiste n t
. c .

Pln) e vera Un>

Dico che "PCnI e vera frequentemente (in n) , se Pln) e vera per infiniti n.



Proposizione

Proposizione

Def.

Def.

Teorema

Lemma

Il limite di una successione
,
se esiste

,
e unico

DIMOSTRAZIONE

Prendo L
,
Let

,
Let La

Prendo In intorno di L
, e l2 intorno di La t

. c .
In 1 12 = 0 Cassiona diseparazione)

=> Inl non puo appartenere definitivamente a I. e I2

Supponiamo per assudo che In t. c
. = Xnel

, Jnz t
.
c

.
RMKne Iz

Percio n2max(n
,
Mal => XnE InnIz = @ ↳

Se Xm+L ,
allora ogni sottosuccessione Xnu ke+ L

DIMOSTRAZIONE

V I intorno di LFnzt . c. n== XnEI

siccome nicha ..., JE t
. c

. Nahi quindi>Rat= XnEI

&esempio Sia Xn = [senpa esparen
Allora (Xn) non ha limite per n++

Infatti la sottosuccessione IXanl 11 e (an+ 1) c -1

Una successione (Xn) si dice monotona se e crescente o decrescente

Se (n) e monotona
,

allora esiste limgX= Leth

DIMOSTRAZIONE

Per (Xn) Crescente

Prendo E := [Xn/nEIN) e L := supe

Dimostro che Xn > L.

Prendo [intorno di L
.

Scrivo I = [a
.
b) : so che all=supE = minMagea Mage

=>Int.c
. Xa = Xa Ann

holtre Xn = L => Xnela
,
L]cI Fran

Il e una successione di Cauchy se

Vaso Frat . C
.

n
, mr = In-Xm/E

Date (n)
, Lynl , Inl , An La en it

,

e XnEYn[En
,

allora yn : L

(n c +0 e XnEyn = An = +8 //zn1 -ce yn = zn = yn+0)

DIMOSTRAZIONE

+ ↳
, zn = 7 I int . di l esistenit. c

.
Xn

,
zn e I per >NI

=> ynE [Xn
, En] Cl per Y RI



Lemma

Teorema

Siano In12Is... successione decrescente di intervalli chiusi In = [an
, bn)

(i) /In = [a , b) con a = suptand = him an a b = inflbn) = plimben++x +

kil seinoltre bn-an= lung(In) 10
,
abora a=benIn =gal

e data (n) t
.
C

. XnEIn En
,
allora Xnn-+ a= b

DIMOSTRAZIONE

Ii Devo dimostrare /In = [a
,b] : /Insta ,

b] e dato xeta ,b) Int. c
. XIn

al In = [anibn] > [a , b) perche anza e babn per ognin
=> Inc [a

,b]
b) Dato xeta ,b)= x bvxa luguale) = X non e un minorante di[bn)

=> In t. c .
bnax = In X# In

(ii) An a ,
bn >b02b-albn-anO = b -a = 0

as an X = bn-b = a = Xn sa

IXn) ammette limite reale L se e solo se

IXn) e una successione di Cauchy

DIMOSTRAZIONE

=> VE Jnzt . C
. Ra In-L/2L-EXIL+

quindi Fn
,
m IXn-Xm/[22 = (n) e di Cauchy

(1)
=>: Uso che (Xn) e di Cauchy per costruire una successione decrescente

di intervalli chiusi In t
. c

.
XnEIn e lungh (In) = 0

Dato k intero Jnmt . c
.

M
,
RXN = (n-Xml # = (n-Xnltk= Xn - E = xn = xn +E

2Pongo Ju := [Xn-E , knut) (eungh(Jul = ke+0) e XeJafraru
Prendo In := Jen Jan ...

n Jr
& Data (Xn) successione in R

,
definisco : tulti gli Xm

,
M2n

,
stanno qua dentro

yn : = inf(xm
,

m > nd zn : = supaym ,man) ........... 3
IR

Allora : In zn

(i) Yn[Xnzn

(ii) (yn) cresce e (2) decresce => Yn = Lisophynb e En >L= infhan) eL : L

livi Se (Xn) e di Cauchy allora L= L'
, quindi per confronto In > L

Resta da dimostrare che (=L .

Siccome (Xn) e di Cauchy ,
feso Frat . c

. In-Xm/12 se n
,
ma ne

In particolare In-Xna/12 Anne = Xns-2Xn = Xnate FRINE
=> Xnz-Einf(n , name) =Suphn

. >Rab = Na +E

=> Xne-2Yma * EngXngE => Xng-EEYngLL' * EnaXnatE

=> Xna-E = LkL'(Xny + 2 => L' - 112E mal-L non dipende da s

=> L - Lo (siccome e e Arbitrario
,

L'-L = inflze , eso) =o)

=> L =L

oss La dimostrazione usa solo questa proprieta di (Xn) :

Vaso Jna t . c . In-Xnale RIRs



Def.

Proposizione

Data (Xn) successione inF.

Definisco : yn = inf(Xm
,
m> n)

zn = Sup[Xm ,
ma

, n

Allora : (i) Yn = Xn = En

(ii) Yn - Li= Sophyn) zn -L := inf(znd

yn = L
n++0

Definisco :

GMm zn=
n++0

LlimsupXn e L' = liminf Xn esistono sempre e LEL'

Unl ha limite se e solo se L= L' (in tal caso limxn = 2)

Vaso Jna t
. c

. N = L-E-Xn = L' + E

7)nu) sottosuccessione di (n)t . c . XnkL
, Jn) sottosuccessione dinit

.C
. Ann s L

FIXn) sottosuccessione convergente di (X)
,
allora ( = limXnnL

esempio Xn = 1-1(h

In = -1 zn = 1 == -1
,

4 = 1

esempio M = sin(n)

n+ -n-0

espX =+1 limit

FLEF1 , 1] J(na) t
. c. Xny =

Lo stesso vale per un = sin(n)



Teorema di
Bolzano-Weierstraß

Def. Una successione (Xn) si dice limitata se Ja ,
b t

. c
.

A = Xn1b An

(i) Data (Xn) successione in R limitata
,

esiste (Xnul sottosuccessione t
. c . Xn · Le

IiilData (Xn) successione in R
,

esiste (Xnul sottosuccessione t
. c . Xny : LERR

DIMOSTRAZIONE

(i) Sia Fo = [a
,
b] (XneFoVn)

Divido Io in due meta : Ta,b) e Tab ,b)
Chiamo In una delle due meta t . c. Xne In per infiniti n

Chiamo I una delle due meta di I, t
. c

.
XneI2 per infinitin

... Kostruzione per induzionel

No = 0

Prendo nesmo t
. C

. Xm EII

Prendonm +
.c

. Xnz -E2

Alla fine ho costruito una successione decrescente di intervalli

Io > In > Iz D Ig 3
...

> In = [ak
, br] ...

04 44

Xno Xm Xn2 Xnz &k
- a = sup(ant

> OSiccome lung (Fr) =b
et

Bu > b = inf(br)
allora Xnz Converge a= b

Iiil Il secondo punto puo essere dimostrato applicando la

stessa tecnica di (i)
,

costruendo una successione di intervalli In =[an
,

+)

oppore Jn =/-0
, bn] Inel caso si trorasse un intervallo [a ,b)

,
li siriconduce a (i) (

tali che bunn-O oppore annatto

Altrimenti ci si puo ricondurre al caso (i) utilizzando la bigezione :

f : R > 50
, 1] com f" : [0 . 1] -E

Sex= +0 se y = 1

. arctanx sexe SY ·-Ell se oc

Se X = - a sey= o



Successioni per ricorrenza

Def.

Def.

Autonome, I ordine, lineari, omogenee

Autonome, I ordine, lineari, non omogenee

Def.

Una successione per ricotrenza e una successione definita per ricorsione.

Una successione si dice autonoma se e del tipo : X .
= C X1 = f(x) = f(x)(xn = f(xn- 1) xz = f(x1) = f(f(x)

Una successione si dice non autonoma se e del tipo : X
.

= c En = f(f) ... f(x) ...))S Xn = f(n , Xn-i

Un'equazione alle differenze di ordine k e un'equazione del tipo :

Xn+k = f(n
,

Xn+k- 1 , Xn+k- z , ..., Xn)

Una successione per ricorsione di Ordine k :

&
Xo = 21

X1 = x2

Yk
1

= xk

Xn+k = f(n , Xn+k-1 .....
Xn)

Xo =CS Xn = QXn- 1

Xi = ac

Xz = aX = ac

En = anc

Si dimostra per induzione che : Xn = anc

· x1 = ac

· vera fino a n : Xm = a Xn = a c

Xo =CE
Xn = aXn+

+ b

x = ac+ b

x = ac +ab+b

X3 = a+ + a
- b + ab + b

xn = anc + an b + an 2 b +... +ab + b

Xn = anc + b(an +a +... + a+ 1)

Ossan tak +... +a+ 1 =

an - 1
Sea + 1

a- 1

Infatti (a-1)/a"" +an +... + ati) = an + am +... + a+ a -at - an-
...

- a- 1 = a - 1

Si dimostra per induzione che : Xn = ac + ban- sea + 1
a - 1

Xn = c + nb sea= 1

·Se ati Xn = ac+ba
x1 = ac+b

·vera fino a n-1 :n
= an + b = /a c +b+

= anc + ban - a + a - 1
= ac + ban- 1

a- 1 a- 1



Lemma

Lemma

Autonome, II ordine(ordine k), lineari, omogenee

V = /successioni / e spazio vettoriale

Data la ricorrenza Xn = aXn (#)
&

X= IXn) che soddisfavo /*I/ e uno spazio vettoriale

Se (Xn)
, (yn) soddisfano (#)

CER ; allora (Xn) +c(yn) soddisfa(#)

e (n) = 10) soddisfa (#)

In) soddisfa (#)

Lyn) soddisfa Xn = AXn + b

Allora (n) + /ynl soddisfa Xn = axn- +b

(Equivalentementel Se (Xn) soddista Xn = an + bi

e (yn) soddisfa Xn = AXn-1 +b

allora (n) + (yn) soddisfa Xn = aXni + betba

esempio Xo = CI Xn = aXn-
+ b

Xn = aXn- + b

· Xn = aki trovo Xim
· trovo sol particolare di Xn = aXn- +b

xim = Aan

Carco (Yn) del tipo En= e

e = al + b = e(1- a) = b = 1 = i
=> Xn = Aar +

b
1- A

Xo = c = A +1 = A= c -

b
1- a

Lasoluzione e Xn = -Pa)an +1

Xo = Co

P Xi = x1 pS
Xn+ z

= an+
+ bX(*)

S
Xn+k = &k- ,

Yn+ k-1
+ 0k- 2(n+ k- z

+ ...
+ RoXn(#)n

Eq . ne caratteristica: Eq . ne caratteristica:

i↑ -ax-b = 0 == an ,
MakzX +... + as

Iil Ne
,
la soluzioni

IX'il di termine n-esimo Xi risolve (* )

IX) di termine n-esimo X risolve (#)

Verifichiamo : X = XXn = M
*

Xn+ 2
= X

↑ - ax - bx = M(x2 - ax - b) = 0

(ii)3 soluzione di molteplicita 2 di EC

IXhl di termine N-esimo risolve (*)
N

Il di termine n-esimo n/s risolve (A)

Verifichiamo : An =X Xn+
= (n+1) X = Rx

*

+ M
*

Xn+ z
= (n+2)x

*2

= MX
*2

+ 2x
+ 2

= 0 =O

n+x-and-al- bnx = nx(x5 - ax -b) + x+
(2x - a) = 0



Teorema

W
(iii) Xz = ge

IXil di termine n-esimo g"sin(wn)
() di termine n-esimo g"cos(wn)

Nel caso di ordine K:

Iil X reale di molt
.

m

Wil con Xi =R* j= 1
, ....

m

in
Iiil z complessa di molt

.
m : z = e CE complassa di molt

.

m : E = geiw,S
Wil con X = N

*
"cos(wn) X = "sin(wa) j= 1

, ...
m

X =&(Xn) soluzione della ricorrenza lineare di ordine k (#I
e uno spazio vettoriale di dimensione k

DIMOSTRAZIONE

Homodol : costruisco T : X-R" isomorfismo

(n)1 : (
il Te lineare

ii) Te iniettiva

iii) Te suriettiva

(P) ha un'unica soluzione

(20 modo : Esibisco una base B di X

B = 4(X) ,
(n)

,
. . .

, (d
(h) soddisfa (A)

,
Xo = 1

,
X

,
=... = Xk+

= 0

Kl soddisfa(#I
,
X = 1

, Xo = X =... = Xk = 0
:

Il soddista (A)
,

Xo =... = Xk-z
= 0

,
Xk

- 1
= 1

il lineare indipendenza
↑ (Xn) +... + X(Xm) = 10) N ..., MER = N =... = x = 0

Valuto nei primi k-elementi :

Xi Xo + 12 X +... + XX8 = N = 0
: :S ↑ X1 + 12 Xi +... + XkX = Xk = 0

ii) Span ((i)
, ...,

(h)) = X

Sia (zn) EX
,

(2n) soddisfa (#)

Vaglio far vedere che (zn) = Xe(X) +... +n (X) per opportuni1 ,..., Xa ER

I primi k elementi di (2n) sour

Zo = Xo
,

Zi = X
,,..., Eri = Rai Com No,..., X ER

Zi = &i. Xt
In generate: it
Considero (yn) con Yn =zn-
Lyn) soddista (A) perche X e spazio vettoriale

Siverifica che yo =... = Yk- = 0

Ma allora (yn) = (0)

Se ci fosse Un , primo elemento non nullo di (yn),

yn = [ci Yn- i
= 04

k- 1

=> En=: Xin*

=> dimX = K



esempio Successione di Fibonacci

S
Xo = 0

X1 = 1

Xn+2
= Xn+1 + Xn

2 - x- 1 = 0 Mez =

1 = 5

2

(h) = X = (1+5)4

(l : x = (1 =M

Xim = G(1+5) +G(1 = am ->H
=> m= (15) - -( =5)

Xn = +0

him =

La ODE si possono discretizzare /approssimare) con le equazioni alle differenze finite

I Ordine : x(t) x'(t)

t= nh h piccolo

Xn:= x(nh) = x(t)

Xn+
= X((n+1(k) = X(nh+ h) = X(t+h)

↓ (t) = lim X(t+h) - x(t) hx(t) = X(t+h) - X(t) = Xn+
- Xn

n+ 0 h

X (t) = x(t) X(t) = cet

hxltl = hX(t) > X-Xn = KXn

Xn+ = (th) Xn

=> Xn = c(1+4) X(nh) = c(e+ h)n

x(t) = pim((1 +n(n) +
= cet lag(1th)-h

im (him glogh him enlogthme
n+ 0

esempio [x=
n

Come visualizzo i termini di (n) ?

S f(x) = X4 Iny = X

Chiamo punti fissi di f le x per cui f(x) = x

Se Xo 31
,
4011 = Xn1 +0

Se-1 < Xo(1 => Xn > O

Se to= 1
,

-1 = M - 1

Claim Xn : oIY il OXnZ
,
In Xn+

ii) Je t
. c

.
Xn > l

,
Reto,]

iii) l = 0



il Per induzione :

· x = T
12

· verafn
,

X=
in ="=

· x =+z = Xo

Xn+ = X EX
↓

OEXnEl

"Quando abbiamo tutto continuo, e dev'essere un punto fissodif

>l
, Xin il

Xn+
il

↓2 = l= 1" = e(23 - 1) = 0 = 1 = 0vl=

Xo =C > 1

i) Xn >

Xn+ 1 3 Xm

ii) Jl t
. C

. X > l Se Koef-1
,
01

,
Xoel-0

,

-11

iii l= + 20 Xoco = X = (d)" > O

esempio S+
M

f(x) = E +
punti fissi : x = E + k

E ·

il EEXn = 2
2

E
ii) Xn = Xn-1

iii) l = E

1

esempio Xn =

(n- , 12 Tori Tacion
g(x) = (fof)(x) = x4

Xan = g(x2n- 2) = Van z

Xzn+1
= g(Xzn- 1) = Xan- 1

1

EXn =

X,

X = c > 1

·
Xan = (an-2"S · (anti

= Xan-

Xo = c > 1 x=
Xan 1 +x Xanti O

=>Xn non ammette limite



funzioni continue

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Tutto uguale al I semestre ma uso gli intorni

Dato XCR
,
data F : X-TR

,
dato EX,

dico che f e continua in 7 se

V I intorno di f(E) JJintornodi t
.
c

. f(XuJICI

Oss se Kif(leR ,
Faso JSa t

.
c

. IX-lSa = If(x-f(x))IE

cioe xe[k- S
,
x+8) = f(x) = [f(x) - 2

,
f(x) +2) coe f((z-S

,
x+S])c[f(x) - 2

,
f(x) +2)

Dato XcE
,
f :XTR si dice continua

se e continua in ogni punto di X

Sia X#
,

xeR si dice punto di accumulazione di X

se flintorno di e si ha che (Xn[l1) + &

Oss se FelR
, questo equivale a Veso fxeX) t

.
c

. I- * E

Dato XcR
,
FeR

,
sono fatti equivalenti :

(i) I e un punto di accumulazione di X

(ii) 7 (n) < X1E] t
. C

. Un > E

· Se X = Ca
,
b) i punti di accumulazione sono [a ,b]

·Se X = IN l'unico punto di accumulazione e to
-

· se X = Q i punti di accumulazione sono R

Dato X
,

F = X u/punti di accumulazione di XI si chiama chiusera di X

Dati XcR
,

F : X , RR
,

* punto di accumulazione di X, e LET,
dico che emf(x) = L (f(x)x L)
se Flintorno di L JJ intorno di Et

. c . f/JnX]) c I

Domanda 1 : Perche nella def
-
di limite ho chiesto che sia un p .

di acc
.

di X ?

Viene meno l'unicita del limite

Oss in generale FX e l'inclusione puo essere stretta

Domanda 2:=

Dato X CE,EX si dice punto isolato di X

se 7 [intorno di E t .c
.

In X = <*)

Oss Dato XeX
,
o e e punto di accumulazione di X

oppure e un punto isolato



Proposizione

Limiti di funzioni e limiti di successioni

Proposizione

Dati Xc
, f : X#

,

* punto di accumulazione di X
.

Let,
allora sono fatti equivalenti :

(i) f(x)
xx

Iiil per ogni (Xn)cX*) t
. C

. Xnnc+* allora f(Xn)n+ L

DIMOSTRAZIONE

(i) = (ii) # f(x)xL I data Xn : E
,

f(xn) - L

Per ipotesi , Flintorno di L 7Jintorno di E t . c
.

XeJake) = f(x e I

7 ut . c
.

n = XnEJe peripotesi XeJuX) = f(Xn)EI

Riassumendo : VI intorno di LJn t .c
.
n>n = f(x)eI

=> f(xn) - L

I(i) Per assurdo suppongo che f(x) X> Le costruisco (n)cX1*
t

.c. In of e fixn XaL

7. I intorno di LFJ intorno di f(JnX*))4I

Suppongo FER
.

Considero J della forma [K- &, +1)
Ottengo che fn f([-*,+]1X-()) & I

=> JXne [F-,+]nXk) t
.
c

. f(Xn) &I

F-X+ X m ma f(xn)metal
Analogamente se [ =10

,
considero J = In

,
+s] oppore J= Fo

,
n)

Domanda : Se f(x x1eXn F
,
XneX

,
vale che f(xn) -L ?

esercizio Data f : XCT-E
,
* punto di accumulazione di X

t
. c . F (n)cXE) vale che fixn) converge per Xn-F

,

allora il limite di f(Xn) e sempre lo stesso

esercizio Data (n/n= 0
,
1

,
...

CR definiso f : IN .#
,

f(n) : = Xn FreIN

Allora Xn-L> f(x)cL

Sia f : Xc# .#
,
siaEX punto di accumulazione di X.

Allora sono fatti equivalenti :

(i) f(x) x+= f(x)

Iiil f e continua in

DIMOSTRAZIONE

ii = (ii) Flintorno di f(x) JJ intorno di * t .c
. F(XJ1)cI

ma FEX e file I per def
.

di intorno f(X1J) <I => f e continuain

(ii) (2) fl intorno di f(x) 75 intorno di [t.
c

. f(JnX) c I

allora in particolare f(JrXY* )) <I = f(x)
X+

- f(x)

Oss Se l e un punto isolato di X

allora f e continua in

esercizio Sia f : XR , punto di accumulazione di X
,

sia Let
N

Definisco F(X) = (f(x) se xeX
,
x+

L sex=

Allora sono fatti equivalenti :

ii) f(x) X+ 5
-L

(ii) & e continua in



Proprietà di base sulle funzioni continue e sui limiti

Proposizione 0

Proposizione 1

Proposizione 1’

Proposizione 2

Proposizione 2'

Tutte le funzioni elementari (at ,
x9

, logX ,
(x1

,
sinx

,
cosx

,
arcsinx

,
arccost

....)

sono continue in tutti i punti dell'insieme di definizione

Date F :Xc YcR
, g : Y s

, f continua in

g continua in j := f(x).

Allora go f e continua in

DIMOSTRAZIONE

Y I intorno di E := g(j) = g(f(x)) 7 Jintorno di j t
. C

. g(j) c I

7 Kintorno di * t
. c . f(k)cJ

Ma allora g(f(k)) <g(5) <I

=> gof e continua in

Sia f : XcR > YcT
,
* punto di accumulazione di X t

.
c

. f(x) x+
> I

,

Suppongo y punto di accumulazione di Y. Se jeY
,
chiedo che g sia continua in

i

.
Sia g : Y <R t

. c
. g(y) yejE.

Allora g(f(x)
x+

DIMOSTRAZIONE

Ci si riconduce alla prop . 1 usando l'esercizio 3

Date Fi
, f2 : X c# R continue in F

,
allora :

ii) fi + fa e continua in

(ii) fifa e continua in

Date Fi
,

F2 : XCRsX
,
* punto di accumulazione di X

e fixe , faxLa ,
L

,
L ERR

.
Allora

(i) fr(x) + fe(X)x+x 4 + L

(ii) fe(X1 · f2(x)
xue

"L. La

DIMOSTRAZIONE

Ill "Fi
,
fa continue in X Fi= fi + fa continua in E

,

fi
, fa continue in = Faso JS,

t
. C

.

IX-*I*S./If()-f,) )1e (predo il pir piccolo
1

Ifz(x-fall =E
tra Se e Sal

fi(x)- 3 = f, (x) = f,(x) +E
&

ciol S fa(k)-E = fz(X) Efz(x) + E
=> fi(k) + fz(x) -22 = f , (x) + f(x) = fi(x) + fa(x) + 2E

# f(x)-22f(x) f(x) + 22

=> If(XI-f(x)/ = 2E => f(x) e continua in

(ii) Date Fr
,
52 : X - R continue in E allora F = fi · S2 e continua in

fi ,
fa continue in * = Faso 7Jintorno di * t

.c
. XeJ=Ifi-fila) 12 - ly-If2(x) - fz(x)) = E

scrivo quindi y= i te , conle
,/E , Ya = jatez con leal?

e
-Quindi y1 . yz = (i +e,)(j2 + er) = Y, jz + 2,z + 22yz + e ,22 = j,y + e

(Uso : (a + bl/al +(b)
,
Va ,

beR" : disuguaglianza triangolare Sn

Segue che lan +...+apl = 191) +... + 19k) Fk = 2
,
3

, ...,
FaieR

(e| [(9.yz) + (ez) + 19 , (2) = 19. 11yz) + 12/15i| + 19.llezl = (2) - E + 1j) -2 + 22

=>181%2-2 /[(Yiz)+ 2(E => If(x) - f(x)) =((yi) + 152) +2)2 quindi f e continua in



Continuità destra e sinistra

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Versione alternativa :

Iil Dato I intorno di j :=f(x) = fi(X) + fz(x) = y,
+ yz Dove An

,
Az CR

,

esistono In e la intorni di je e ja t
. c. In + I2 I An + Az = (X+xz/XEA1 ,XzeAzl

Usando la continuita di f , e fa trovo Jintorno di E t
. c

. (5)# S2(5)CI2
=> f/JlcI + EzCI

(ii) ye = Je&, yz = j2 [22 = ye + yz = y + y2 = (a ,
+ E2)

In particolare /[ ,+ ) +/ + E

Oss Quello che ho veramente dimostrato e che la multiplicazione Vista

come funzione da RXR in R e continua

OSS Propagazione dell'errore nella moltiplicazione :

Ye = InE - e Ya = Tz = 22

allora y, Yz = jijz#(Ital+E.

Dato FER
, gli intorni destri sono gli intervalli della forma [F ,

K+e)
Dato XeR, gli intorni sinistri sono gli intervalli della forma [x-E, ]

Dato Xc#
,
FeR e un punto di accumulazione di X da destra

se flintorno destro di (InX + &
Dato Xc#

,
FeR e un punto di accumulazione di X da sinistra

se flintorno sinistro di E (InX11 + &

Data f : XcR ,F,EX, f si dice continua a destra (sinistral in E se

Flintorno di f(x) 7J intorno destro (sinistrol di E t
. c

. f(JnX) I

Data F : XCR .E monotona,i punto di accumulazione destro di X,
sinistro

allora esiste lim f(x)
#X-

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo f crescente
,
I p . to di accumulazione sinistro di X

Sia L:= Suphf(X)/XEX ,X .
Dimostro che lux f(x=

Vale f(xLfx*

Se L = -0
,
allora f(x = -0 FX

,
nex

Se LeR : Velo Jac* t
. c

. f(X) L-e perX .
Sia quindi Ja ,)

intorno xdit : L-ef(x)LXeJaXy
Analogo se L= +0 (f(x) = M perxXM

,
. . . )

ACHTUNG : limite dx e limite sx potrebbero non essere uguali

esempio Esiste f : R-R discontinua in ogni punto : f(x) = 16 SQ
Dato FER-Q

, F(X) = 0
,

maesiste /XnICQt
. c . Xn* (densita di inR)

f(xnl = 1 Xo0 = f(x)

DatoEQ
, f(x) = 1 esiste (xn)cRiQ t

. c
.

Xn > Idensit di R-Q in R)

f(xn) = 0Xc1 = f(x) => f non e continua

esercizio Se fiRR e monotona
,

l'insieme dei punti di discontinuita e numerabile



Teorema 
degli zeri

Lemma

Corollario

Se Xn Le Loo
,
allora

Ja t
. c

. Xn>0 fran

DIMOSTRAZIONE

Siccome OL
,
71 intorno di Lt

.
c

.
Of = o I

=> Fritc.Rel = +> 0

Se Xn30 e Xn > L
,
allora (30

Dato I= Ta ,b) intervallo e una funzione continua f :I

t
. c . fal , flb) sono discordi

,
allora 7 Fe(a ,

b) t . c . f(x) = 0

DIMOSTRAZIONE (1) &

Suppongo S(al (o < f(b)

Sia E= <xel/f(x) co)
Prendo F:= supE. ·
Faccio vedere che f(x) = 0

I

Passo 1 f(x) = 0

JinICEt.c . An o

allora f(xn)0 = f(xn) = 0

=> f(x) = lim f(xn) = 0

↑ n+ +0

fe continua

Passo 2 f(x)0

Prendo (Xn)t
. C . Xn ok

,
Xn>Un &E

=> FXn0f(x)= f(x) = 0

=> f(x) =0

DIMOSTRAZIONE (2)

Suppongo flal <o < f(b)
,
a

,
b finiti (se non lo sono,

,
si fa un cambio di variabile

Passo 1 Divido I in due meta (I' = [a,)
.

I" =[
,
b) Ya

i valori di f agli estremi di I'o I" sono discordi

Chiamo I= /ar ,bi) quello tra I'e I" per cui questo succede

Passo 2 Prendo Iz = [az
,b2] meta di I, per cui i valori T

di f agli estremi sono discordi

...
(costruzione per eicorsionel

Ho costruito una successione di intervalli In = [an ,bn] + . C.

Is In Iz > Ig ...
e flank o ,

f(bnl>0 An

ebn-an =

b - a

2n n- +0 '0
=> an Crescente e bn decrescente

allora lim an = lim bn =:
nu+0 n+ +0

f(x) = lim flan) = 0 per la continuit di fe flanl ? 0
n+ +0

f(x) = lim f(bn)30
n+ +0

=> f(x) = 0

Oss l'algoritmo per costruire an e bon da un modo per calcolare in modo approssimato
Infatti Ian-11bn-an =

b-a

2n

AchTUNG Cosi si trova solo uno zero



Corollario 
(Teorema dei 

valori intermedi)

Lemma

Teorema di 
Weierstraß

Dato Eck t . c
. dati y1y EE allora [4.

, 42] CE

allora E e un intervallo

ISe ECR
,

E e convessol

DIMOSTRAZIONE

1 Ec[infE
,
sopE] orvio

2 (infE
, supE) CE

infatti, dato y t
. c

. infEcy <supE
=> y non e minorante o maggiorante di E = Jy1 , YzEE t. c . Yay< Ye
=> ye[y1 ,yz]E = E e un intervallo

Dato I intervallo qualunque
,

F : IR continua

allora dati Y., 42 Ef(I) ,
vale che [Y1 , 42] < fll)

Cioe F/I) e un intervallo

DIMOSTRAZIONE

Passo 1 : Dati y,2 in f(l) allora [Y1 ,Yz] Cf(l)

ye = f(x) , yz = f(x2)

Dato Y,Y Yz , applica teorema degli zeri

all'intervallo [X
, ) e alla funzione f(x)-y =: F(x

Allora J e continua
,

F(x1) = f(x) - y = ye- yc0 ,
J(xz) = f(x) - y = yz - y >0

=> Fx[X, X2] t
.
c .
f(x) = o

ciol flal-y = 0
,
cio f(x) = y = yef(I)

Passo 2 : f(I) e un intervallo per il lemma

Sia I= [a
,
b]R intervallo chiuso a F : I > continua

allora esistono Xy e Xm Punti di massimo e minimo assoluto

In particolare ,
esistono val

.
max e val. min

NOTA : in realt non serve I intervallo,ma Ichiuso /contiene i suoi punti di accumulazione(

DIMOSTRAZIONE

Ci limitiamo a dimostrare l'esistenza del punto di minimo

I peril massimo si applica il teoremaa-fl

Sia m:= inf(f(1)) ·
Esiste (yn) <f(l) t . C

. Yn > m
,

con un = f(Xn)

(Se Xn = = f(x) = limf(xn) = limyn = m)

Per Bolzano-Weierstrass
,

esiste Nat. C . Unm Fe
Siccome (Xn) CI intervallo chiuso

,
allora FEI (dim

. per es

f(x) = lim
↑h++

f(Xnm) =lim An = lim y
n+ +0

continuit di f

Quindi mef(I) e m = inf(f(1)) ,
allora m= f(x) = minf(I) e E punto di min

esempio in cui Xn non ha limite



Giustificazione : algoritmo di ricerca max e min

Sia I intervallo con estremiacb, f : I - R continua

Sia E = (a ,blu(xe(a ,bi/f'(x) =ou(Xf(a ,
b) )f') non esisted

Si suppone E finito e si confrontano i valori di f su E

Se f non e definita in a ob
,

si sostituisce il valore di f con lim f(x) e emfxNat

Sia m il valore pi basso : se assunto in FCEnI M e il val. Minimo

altrimenti m e l'inf dei valoriis minimo non esiste

DIMOSTRAZIONE

Prendiamo E= Fula ,b)
Prendiamo F : E -F datada
F : E ># e continua

Per Weierstrass
,

esiste KEI punto di minimo dif
Per Fermat

,
TeE

esercizio ·

/B-fil y-fac
↓ f , (d) > fa(d)

z f, (1) < fz(0)
& Allora i due grafici si intersecano

O I

(y
= f, (x)

& PCH E [0
, 1] XIR

Path PCO) e 203 XR

P(1) = (13 XIR

O I

·
o



funzioni derivaBili

Def.

Proposizione

Corollario

Sia F : XCI R,EX punto di accumulazione di X.

Se esiste lim f(x-f(x)
= lim f(x+h) - f(x)

X- X -T n+ 0 n

la chiamo derivata di f in E e la indico con f'()
,

Df(x)

OSS . J'e definita sull'insieme dei punti I dove f'() esiste

ACHTUNG : questo insieme puo essere vuoto

· f si dice derivabile in E se fli) esiste ed e finito

· f" := If'l'Idefinita dove esiste

DNf = PDF) ... 1) per n= 1
,
2

,
3, ...

e Dof = id

n volte

Derivata destra e sinistra di f in

D
+ f(x) e Df()

Sia X insieme senza punti isolati

f e derivabile se e derivabile in ogniEX

Dico che f e l se f e derivabile e f'e continua

Dico che f e l se f e derivabile n volte e le derivate sono tutte continue

go

Sia f : X >R
,
FEX punto di acc

.
di X. Allora :

(i) f derivabile in 1 => f(x+h) = f(x) +f(x) - n + o(h) (ht .c .
[+heX

(ii) se esiste a t
.
c

. f(Fth) = f(x) +ah +olh) Fht .c .theX
,

allora

f e derivabile in e f(x)=a

DIMOSTRAZIONE

Iil Devo far vedere che flith)-f(x) -f'()h = o(h)
up

lim f(xth) - f(x) - f(x)h
= limf(x+h) - f(x)

- Sele fla)-f'() = 0
n+0 h n+ 0 n

(ii) - (x+h) - f(x)
=

f(x) +an+ oh) - f(x)
= a+10

- a
h W

cioe f'() esiste ed e a

Se f e derivabile in F
,
allora e continua in

DIMOSTRAZIONE

lim f(+h)=lim f() +fk + oh = f() = f continua in
n+ 0

ACHTUNG : esiste f con f(x)=+ non continua in

Se +>

seX= 0
esempio son( = ha sexco



Proposizione

Proposizione

Proposizione

Siamo Fr
, f2 : X -R derivabili in F

.

Allora :

fi +fa e fi fa sono derivabili in e

(f. +fz)' (2) = fi(x)+fz(x)e(f1fz)'(E) = fi(x)f2(x) + fi(x)f2(x)

DIMOSTRAZIONE

f (x+h) = f(x) + fi(x(n + o(n)efz(x+h) = fz(x) + fi(x)h +o(n)

f(k +h) + fz(k+h) = fi(z) + fz(x) + (f(x) + fz(x))h +o(h)

-(+h) fz(x+h) = f , (x)fz(x) +(fi(z)fz(z)+ f(x)f(x))h + o(h)

Sia f : X-Y derivabile in K
, g :Y-R derivabile in j := f(x)

Allora gof e derivabile in E e (gof)'(x) =gy/f*)

DIMOSTRAZIONE k=k(h)

g(f(k+n)) =g(j) + f O(h)) = g(y +k) = g(y)+g(y(k + 0(k) =

= g(f(x)) + g'(f(x))(f'((h + o(h)) + o(k(n)) =

= g(f(x)) + g'(f(x))f(z)h + o(h) perche k = O(h)
,

O(k(h)) = o(0(h)) = O(h)

Sia f : X-Y con inversa g :X-X
, f derivabile in

e f'(X) + 0. Sia & continua in j := f(x). Allora

i e punto di acc
.

di Y
, g e derivabile in j e g(f) = fi

DIMOSTRAZIONE

Ill Y punto di acc
.
di X = J(Xn)cX t

. c .
XnE

allora Yn := f(n)EY , An = f(x) >f(x) = y
Indtre Yn = f(xn) + f(x) = j perche Xn #* e f e iniettiva

=> (yn)cY -4) * n=h(k)

(ii) f(g(y+ k)) = y+k = f(gy) +(gH -g(y))) = f(x) + f() . n + o(h)

=> k= f'(z)h(k) + o(h(k)) = f(z) . h(k) = h(k)-jk
n(k)

k + 0 0

g(y+m) - g(y)
= h(k)- =

esempio L'ipotesig continua in j e necessaria

Y N y = f(x) Ya x=g(y)

... y = f(x) = f(0) = 0

·I
·

-
gnon e continua in o

O e non e derivabile

D
+ g(d) = 1D-g(0) = + 0



Proposizione 
(Fermat)

Teorema di 
Rolle

La funzioni elementari sono derivabili e quindi continue sul dominio

con queste accezioni :

· KI non e derivabile in o (f) non esiste) ma e continua

· X9 con Ocac1 non e derivabile in 0 (f'(d = +01

· arcsinx non e derivabile in=1 (f'(1) = +0)

Sia I intervallo
, F : I-R

,
Y interno a I

, punto di max/ min locale

e esiste f'(x) Allora F'(x) = 0

DIMOSTRAZIONE

Sia Jintorno di 7 t
. c . f(x) = minf(x) (analogo per max)

xE]
Sia h>o t . c

.

[the J .

Allora :

f(xth) > f(x) =
f(x+h) - f(x)40n10 " f(z) = 0

n

Sia ho t
. c.theJ .

Allora:

f(z+h) = f(x) = f(x+h) - f(x) = 0
n+0" f(x) = 0

n

=> f'(x) = 0

esercizio Staf : X-IR ,EX punto di min locale /ciol 7 [intorno di X t
. C.

flinx ha minimo assoluto in)

esiste D
+ f(x) (opp .

D
- f(x)) (in part, punto di acc

.

dx diXI

Allora F'CK, O /opp f) 20)

Sia [a ,b] <R
, f : [a ,

b].An tale che

(i) f(al = f(b)

(ii) f continua in [a , b)

(iii) f derivabile in (a ,b)

allora 7 xe(a
,
b) t

.
c

. f'(x) = 0

NOTA in (iii) quello che serve davvero e che esista la derivata

DIMOSTRAZIONE

Per Weierstras , 7max e min dif

Xmin e il punto dimin
, Xmax e il punto di max

Xmin
,
Xmaxe [a ,b]

caso 1 Xmin , Xmax Ea , b) = f(al = f(xmin) = f(Xmax) = f(b)

=> Fx(a,b) f(xmin) = F(Xmax) =f(x) f e costante Axe(a
,
b) f(x) = 0

Quindi E e un qualsiasi punto in (a
,
b)

caso 2 Ahmeno uno tra Xmin e Xmax non appartiene a Ga ,bl

"Whog. Xmin #(a , b) = S'(minl = o

Quindi I cercato e Xmin



Teorema di 
Cauchy

Teorema di 
Lagrange

Sia [a
,bJcR , f , g : [a,b] < R tali che

Iil f
, g continue in [a ,b)

(ii) f , g derivabili in (a
,
b)

Iiil g(x) +o Axela ,
bl

allora glalg(b) e Fe(a ,
b) t

. c.

f(b) - f(a)
=

f'(x)
|#)

g(b) - g(a)g'(z)

NOTA : /1 diventa (f(bl - fall g'(z) = (g(b) - g(a))f'(z)(t)
Valida anche senza hp . (iii)

NOTA : posso scrivere #1 come f(x)-fib-fag()

DIMOSTRAZIONE /Ideal

Sia F(x) = f(x) + (g(x)

Pongo F(al = F(b) - f(a) + (g(a) = f(b) +(g(b) - c(g(b) - g(a)) = f(a) - f(b)
f(al -f(b)

= -

f(b) - f(a)
- c =

g(b) - g(a) g(b) - g(a)
DIMOSTRAZIONE

f(b) - f(a)
Sia F(x) = f(x) -

g(bl-g(ai
g(X)

Osservo che: Flal = F(b) ; F e continua in [a
,b) ; F e derivabile in (a

, b)

Osservo che F ha senso perche per Rolle glal + g(b)
Allora per Rolle Jela ,

b) t
. c .

F'(x) = 0

F'() = f'(x) -S-fg = =
f fbf

=

g'(x) g(b) - g(a)

esempio [a , b) = [ 1 ,
- 1]

f(x)= x
, g(x) = x3

g(x) = 3x2 =0 sex=0

Resta vero che FxE /1
,
11 t . c . (f)bl-fallg() = (g(b) -g(a))f'()

f(b)-f(a) S')
=ma non vale pii glbl-g(a) g(k)

Sia f : [a ,b] > 1 tale che

(i) f continua su [a ,b)

Iii) f derivabile su (a
,
b)

allora Jela ,
bl t . c

. flb-fa = f

DIMOSTRAZIONE

Applica Cauchy con g(x) = X



Applicazioni

Teorema

Teorema

Data f : 1 - I derivabile .
Allora :

Lil fcrescente Es f'(x10

Iiil f strett . Cresc #> f'(X30 e /X : F' =o) non contiene intervalli

DIMOSTRAZIONE

Ii = : Dato XCI
,
ho t

. c .

XtheI fcrescente = f(x+ h) f(x)
&

=> f(xth) - f(x)30 nf'(, 0
n

f(x)-f(Xo)
E : Siano No

,
KEI

,
XoX, considero X1 - Xo

Per Lagrange JE(Xo ,
Kl t

. C .

f(x)-f(xd)
= f'(k)30 = f(x) - f(o)

X1 - Xo

(ii) > F Strett . Crescente
,

in particulare f crescente F'0

Se hX : f'=0) contenesse un intervallo I
, f sarebbe costante su I ↳

=> F,
0 => F Crescente

Se f non fosse strett . Crescente
,
sarabbe costante su un intervallo I

=> IChX : f(=0)4

Data F :I- derivabile
,
allora

f conversa> f'e crescente

DIMOSTRAZIONE

=>: Prendo No
, Xi EI

,
No

No X1

Prendo ho t
. C

.
XothX

Allora Noth = 11-NX + XX con x =

h
X- No

Siccome fe conversa : f(oth) -Nf(o + Xf( =-fo+ f(x) =

= f(x)+olf(x) - f(x)

=> f(xothl-f(x)= (f(x)-f(xol) => f(othl-f(x) <
f(x) - f(x)

n X- No

# f'Nol f(xl-f(xd
X1 - No

Analogamente f'(x)> f(x1)-f(xd
X - No

=> f'(ol I f'(X)

=> Prendo Xo , El
,
XoX IPrendo Xt

.
c

.

OLX1
No To I

, M

Prendo X:= 11-XIXo + X
,

so che XoXX

Per Lagrange ,
7% t

.
c

.
Xoox t

. C .

f(x)-f(x)
= f'(

X-No

7 t
. C

.
XcY t

. C
.

f(x-f(x = f'(F)
X1 - X

e f'(M) > f'(fol perche1 >o ef crescente

=> f(x1)-f(x)yf(x) - f(x)
x1 - X X - Xo

=> (x-xolf(x1) - (X-Xolf(x) > (M-X(f(x) - (x -X) f(X)

=> (X-Xol f(x) + (x1 - X)f(Xo) > (Xn - Xo(f(x)

=>
X- No

f(x) +
X - X f(xl f(x)

X1 - No X1-Xo
11# 1- X



Teorema di 
De L’Hôpital

Dato I intervallo inR
,
Xo-I

, pongo I': = 14x. /
Date F

, g : I'R derivabili con g' +0 t
. c.

Lil esiste L:= lim 5'(x)

*X g'(x
Kil vale (al f(x , g(4 xexO oppure (b) g(4x+

Allora f(x)
- L

g(x)X+Xo

Oss E' essenziale che I intervallo

esempio g(x) = X
,

No = 0
n y=x+x2

F(x

XIf(x) =X+x
↳ d -y= x = g(x)

=> 111+x2

=> em S = 1

:
>

=ma enis o

Oss Pud succedere lim f esiste e lim f
non esista

*+Xo G'(x)

esempio X- +0 g(x) =X
,
f(x) = X+sin()

f(x)
= 1 +

Sin(x)
> 1

g(x) X x++0

f'(x)
Ma = 1+ 2Xcos(X) non ha limite per X- +o

g'(x)

DIMOSTRAZIONE

Cal Pongo F(xol := 0
, g(Xo) : = 0

allora f e g sono continue in Xo e quindi su I

Mi limito al caso I intorno dx di Xo /gli altri sono analoghil, to finito

Prendo Xe I KXo / cioeXo

f(x)
=

f(x) - f(x) f'()

g(x g(x-g(x)g()
cauchy : 7=(X) /Xo

,
X t

. C.

Se XuE() >o

cambio di
variabile

emeim 5'(
= L

Y+ xog'(k)

Oss e l'unico caso in cui la funzione non e necessariamente derivabile

agli estremi /come nella ipotesi di Couchy

(b) Prendo X > Xo
, prendo Xo < X < X1

O IA
x- 40 x- Xo

[f( - -(1

g(X)
=

g(x1 - g(x)
+g] -

g(x) - g(x1)

f(x1-fudf'*
conXX ex=()

g(x) -g(X) g'(x)

Mix mix
g(x) -g(x1)

M(X)
X-* ... [r +gi) g(x) X-

- M(x1)

f'(x)M() living limsup M(M) Siccome
g(x)

>L7St .
C

.

se X1=+G allora L-cm(X) =M(X) L+



Proposizione

esempio f(x) = 1-x*
- 1XX

f'x =

243
vale per-12x1

1- xu

f'(1) = + 0 e legittimo ?

SiaI intervallo
,
XoI

, F : I -R continua,

derivabile in IKXo) ed esiste L:= eim fix ,
Let

X+ Xo

Allora f'(XoI esiste e vale fol = L

DIMOSTRAZIONE

lim f(oth)-f(limf ElimSn-0

*+0

esempio f(x) =[sinz X=0

per X70, f e continua
,

derivabile e f'(x) =2xsin() - cos El
Oss lim f') non esiste

x+ 0

0

f'(d) = him Shl-f(0 = limnin



Teorema di 
Taylor

Dato d=0
,
1
,...,

I intervallo
,
ICI

, f : I > R.

Sia Palh) = f(x) + f(x)h + Ef"(lh2 +...+ Daf(x) ha polinomio diTaylor
di f in EdiOrdined e Rd(hI resto

,
cioe f(xth) = Pd(h) + Ra(h) .

Allora :

Ill se f e derivabile d-1 volte su I
,
d volte in

Rd (h) = o(hd) per h > 0

YLil se f e derivabile d volte su I e d+ 1 volte in

Ra(h) = Olhd+ ) per hoo e
Ralkl

> Dat
,mea

hate neo

Livil se f e derivabile di volte su I
,
allora Uh t .c .

I theI ↓ formulaea
= - [x ,

*+h] t
.
c

. Rach) =
Da+I f(*) nat

(d+1) !

wil se f e eat
,
Ralhl= So Ch-D**

f(*+ t)de ↓formuladeagrale

DIMOSTRAZIONE

Nella dimostrazione assumo [= o e f ed
+ 1
Cipotesi di (iv)

Dimostro (iv) e le implicazioni livl(iiiliil(i)

(iv)Devo dimostrare che f(n) = Pach)+ Ih-DdHf() de (*a)

d=0 (*) f(h) = f(0) + Sf'(t)de Lteorema fondamentale del calcolo integrale)
=1 integro /) per parti

f(h) = f(o) + (f'() - 1dt = f(0) + - (-t(f'(t) + f(h-t)f"(t)dt =

= f(o) + f'ld . h + Sih-Elf"(t) de (* 1)

d = 2 integro (*,1 per parti

f(h) = P(h) + - E(n-t12f"(t)] + SECh-t12f"(t)dt =

= Pz(n) + 25 (n -+12f"(t)dt
Procedo per induzione su d

Derivo (al da LAd-i

f(h) = Pa, (h)+ (h- t(d- Daf(t)dt = Pa)+ - a
*

Daf(z)+Sf
= Pd ,

(h)+ D9f(0)4a + &Sin-+Da+
f(t)dt = Pa(h) + &Sj(h-t)9Dd+

f()dt

(iv) = (iii) Suppongo ho lanalogo per ho
,
invertendo gei estremi

Sia M/hl:= max DdHf(t) ; Mihl := min DdHf(z)
Oth Osten

Rachlin-taMindt = Mh - Ihak Mh At t

o

=

(d+ 1) !

Quindi MchInd Rach) [M(h) hatminDft = mch RahM(h) =MDaf(d+ 1) ! (d+ 1) !

Per il teorema dei valori intermedi
, 7 [o

,n] t
. c . RachDaf(x)

=> Ra(h) =
DaHf() hd+

(d+1) !

(iii)= (ii) Rd(h) =
Da+ f(x) yd+ 1

(d+1) !

-(h) < [0
,
h] + . c .

Rah Da+

f(x)
no>

DdHf(0)
perche YCh/

no
"o

(d+ 1) (d+ 1) !Y

(ii) (i) Ralhl =O(H) = ]S0 Jmso : -18
,
XeI,+ Rachl m 49+

=> Ralhl M/k/ n-00 =
Rahi

30 => Rd(h) = 0(na)
hd hd no



Proposizione

Oss lil
,
/iil eliil possono essere dimostrati sotto ipotesi ottimali

DIMOSTRAZIONE 0

eim
Rachs

hto ha lim RamRaz ... Elim DRdhlim DRahl-DaRd(d =Do
d !h

Rd(o) = O Ra(ol =0

dove DMRald =o ED"fro= DePalo Fh=0
,
1

, ...,
d

DIMOSTRAZIONE III

eim Rach) eim Rach lim Rahl E
... Elim Da Rach) = eimDARa/hl-DaRd(0) =DatRdol _

Dal
n+0 ha+1 a neo (d+ 11hd - neo (d)dhd-1 n+ 0 (d+ 1) ! h n- 0 (d+ 1) : n (d+i) !

Rd(o) = O Ra(ol =0

DIMOSTRAZIONE (iii)
Rashil-Ra(ol R(h2)

= =Rah = Rdh-RdRal (d+ 1)ha - (d+1)09c(d+1)dhq
=...

Cauchy : Ihr 10
,
h) Cauchy : Jhze(0 ,

hi)

Sia F :IR derivabile,It. c . f'(X) =0 ed esiste f" (x)

Allora (il f"(x) >0 => * punto di min locale stretto

Lesiste Jintorno di 7 t . c . F e l'unico punto di min di f relativo a InJ

(i) f"IX)O => I punto di max locale stretto

(iil * punto di min localef"(1) O

Lii'l * punto di max locale = f" (F) 10

DIMOSTRAZIONE O
/

Il f(x+h) = f(x) + f()h+ Ef"()h2 + oh2) sviluppo diTaylor all'ord .
2 con resto di Peano

=>
f(xth) - f(x)

= Ef(x) + 0(h) new Ef"() > 0
H2

=> Ef"() + oh% >o in un intorno J dio

=> f(xth1 > f(x) Oh in Joh
Ill segue da (i) applicato af

(ii) per assudo sia F"XI0, allora per (il e punto di max locale stretto,

ma y e punto di min locale f"() =0

Iiil segue da (ii) applicata a -f.



Integrale di Riemann

Def.

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Preso Ja ,bJ CR
,
sia F = /x0 , X

, ..., Xn)

Diciamo che o e una partizione di [a ,by se

a= Xo <X1 ... <Xn = b

esempio Scelgo n e definisco Xi := a+ ib-a= 0,... n
M

S = /Xo .....Xnl a una partizione con (xi+ -Xil = X+
- Xi = ba

In questo caso o e equispaziata

Chiamiamo S/a) parametro di finezza della partizione r= (x, .... And
Slo) := max Ki-Xi-1l

i=1, ...,
M

Se s e una partizione equispaziata di punti ,
allora S10) = ba

Date 51
,52 partizioni di [a ,

b),
E e pi fine di 5

,
se 5, C5

Oss Date T , 52 partizioni di [a ,
bJ, abbiamo che sur e pii fine di o, e di 52.

Data f : [a ,b] -R ,
flimitata, o partizione di [a ,b) ,

a = Ex, .... And
Definisco la somma di Riemann inferiore

S' =S,)= )(Xi - Xi- 1)

e la somma di Riemann superiore

S" = S"15 ,
5)=f) (Xi -Kiel

Sia F : [a ,b) limitato

(i) Fo suddivisione dita ,by S'15 ,511S"(5 , 5)

kil Vo
,
E suddivisioni di ta ,b) con 52 pii fine di o

si ha S'(f
,
+1) ISf

,
52) =S"1f

,
tal 1S" (5

, 2)

(iii) FF
,
52 suddivisioni di Ja ,

b), si ha

S'15 ,51) ES" 15
,
52)

DIMOSTRAZIONE

Lil dalla def
.

di inf e sup

(ii) On = Exo, ..., Xnh
52 = 00(5)
dove 5 e (xi- 1 , ki)

S 15
,
M= ((x-= inf)(-+3 -x+ M(k - 3)+(in+f)(x - xm)

-inff)(-)) (5-1)) (-51+ linff)(k - (1) = S'(f
,
52)

(ii) G. U E e pil fine di o, e di

5)If
,
onlS'lf , Mural = S"/f , Mural =S" (5

,
Sal



Def.

Def.

Def.

Data F : [a
,b]R limitata

Definiamo l'integrale di Riemann inferiore

·
Saf = supls'if ,81/o suddivisione di [a ,b)

e l'integrale di Riemann superiore
*

Saf = inf(S" (5
,alla suddivisione di Ja ,b)

oss valeSaf*Saf

Data F : [a ,b] IR limitata

Diciamo

che fintegrable
secondo Riemann in Taba se

b

e chiamiamo fax== integrale di Riemann di f in [a

Data f : X > IR con XER

Diciamo che f e uniformemente continua se

Yeso 78ajo tc
.

V
,TeXS fix-fle)E

esempio f : [0 ,
+c) >R

, fix) = e uniformemente continua

SianoI
,
allora

X= E +h

Vogliamo che X - < ith - E

#theth+ +2

= ha +2 F

Se prendo Sil = " : 'E* 2 +2

esempio sinx e uniformemente continua

Per Lagrange KX,*,* /X,) t
.c . Sinsinco

=> sinx-sink = cos)(X-I)

Vo, prendo S = E :

se (x-1/18 = 2 = Isinx-sinx) = (cosk(x-()) 21(X- ) = S = E

esempio f con f'l

Vaso prendo S=
Per Lagrange FX ,

F
,
X JE( ,

X) t
.
c

. f(x-f(x) = f'(k)(X-)

Vaso prendo IX-IS=
Allora (f(x) - f(x)) = (f'(x)(x -1) = ((x- -) =L - 6 = L - E = E

Oss Una funzione f non e uniformemente continua se

Jaso FScoJx , * t
. c . /-* /Sma f(x-fil) > E

In pratica
,
si fissa une

,
si mostra che esistono due successioni (n)

,
(n)

t
. c .
In-In) so ma f(xn)-f(n) E An

esempio et non e UC Un = log(n+1)
,

En = logh In-Inl10 ma let-er) = 1

logx non euc Xn = e-n
,
In = en+

sinxa Xn = 2n+, In = 2n

sinxa : as non euc =zen+,n
= 2n

oaci e UC



Teorema

Teorema

Teorema 
dell’approssimazione 

dell’integrale

Data F : [a ,b)R continua

Allora f e uniformemente continua "Je BUCITa ,b))
,

DIMOSTRAZIONE

Per assudo, suppongo f non sia uniformemente continua.

Fisso 230. Allora considero Une In t
. c .

In-Enl= ma f(xn)-f(n) >E

Per Bolzano-Weierstras - () , (a) sottosuccessioni t
. C . Xnuke+Xo ,Emerso con No[a ,b)

Ora poiche f e continua
, f(Xna) > f(x)

,
flina)f(x) [inrealto basta (NK)

alora f(xul-f(Ana) > f(x)-f(xol =0

Data F : [a ,b] IR continua

Allora f e integrabile secondo Riemann

Data F : [a ,b]- IR continua
&Preso Eso, sia S :=Spa il S dell'uniforme continuit associato a

b- a

Veso F partizione di [a ,b] = = (40 , ..., Xn) con S(r) = S

Y scelta di punti F,, ...,
In con Fit [X- ,Xi]

la somma di Riemann S= f(ki)(i - Xi)

approssimaf con errore inferiore a E
, ossiaf

DIMOSTRAZIONE

f continua = fieds .....R 7 Xmin,i , Xiax, E [i+, Xi] t
. c.

f(xmin
,
i) = Mi minimo di f in [ , Xi

F(Xmax
,
il = Mi massimo di f in [K ,Xi]

f(Xmin
,
i) = Mi = Mi = F(XMax

,
il

La taglia di finezza della partizione re < S :

Vx[
,Xi] vale /X-Fil S

Per uniforme continuita di f ho anche f(x) - f(x)
b- a

In particolare : Xmin
,
-FiS = Mi-f(x) <

E

XMaxi-Fi < S => Mi-f(i)Sb&

&
=> f(xil-y < Mi Mi < f(xi) + b -a

=> (f(ki)-bal(X-Xz1) < Milki-Xi-il [Miki-Xivl (fil +a) (Ki-Kirl
S b - a S'(f ,5) S" (f ,

5) S
b- a

- --- - -
R R R
-

&fil(x - Xit) - ya(x - Xi) mi(-Xi)M(-x-11 [f(x--+p(x - Xi+)

=> S-E < S'1f ,5) S"(f
,
5) < S +E

(1) - E - Sc -S'cE - S

S-2cS" S + &

=> - 22S" - S'12E

=> o
*

Saf = S" - Size Ve

In particolare *Saf-Saf = 0 = f e integrabile

(1 bis S-2SabfS + E

=> Saf - SE



Def.

Proposizione

Proprieta
11) Additivita : acbcf : [a , c)- R integrabile

Sa f(t)dt = Saf(tidt + Sp f(t) at

Se f e limitata, vale anche perSaf e
*Sa'f

(2) Linearita : F .. F2 : [a ,b) - R integrabili ,
N

, ER

So Xfe(t) + 52(t) dt = Xi Safeltldt + Sad falt de

↑Sabf(t) dt =SaNf() at seX , >0

·Safirfaa fi +Sa f2

(3) Monotonia : Fi . fz : [a ,b] -R integrabili ,
fi(xf2(x) Axeta ib]

Sofi(t)dtSofa(t) de

(4) F : [a ,b] - R e integrabile ,
allora f e integrabile e

Saf(t) at = Sab fiti at

Dato ICR
,

f : I -Re continua
,
F : I - derivabile

Diciamo che F e una primitiva di f se

EXEI F(X = F(X)

Sia F : I - R continua
,
aI

Definiamo G(X):= Safit) de Axel

Allora G e derivabile e G e una primitiva di f

DIMOSTRAZIONE

Devo dimostrare che him
G(x+h) - G(x)

= f(x) ExeI
n+ 0 W

Faccio il caso aX sup I e lim (il resto eanalogo
noot

Sia ho t
. c . Xthe I

G(x+hl = Sa
*thfldt = Saff(t)dt + Sy

+

f(t)dt = G(x) + f
*

f()dt

=> G(xth) -G(x) =S
+

f(t)dt

f continua in x = faso JS, -0 t
. c

. Ftellt-X/8= (f(t)-f(x)
Seh= S : f(x)-e = f(t) = f(x + & Fte[ , Xth]

(f(x)-2)k = ( (f(x) - 2)dt -(
*

f()dt - (th(f(x)+ 2(dt = (f(x)+ 2)h

=> f(x) - 2 =
(
*

f()dt f(x) + E
W

cioe f(x-eEhl-G(x f(N + E
n

=> G(xth)-G(-f(x) E AxeI
W

=> lim
Exth-G(

= f( = G=f
W



Lemma

Teorema di 
Torricelli-Barrow

Teorema 
fondamentale del 
calcolo integrale 

Data h : I -R derivabile con h= 0 KxeI
Allora h(X) e costante

DIMOSTRAZIONE

Siamo X
,
XEI

, X > X2

Per Lagrange 7t(2 ,
xi) t

. c
.

h(x-h(x)
= hi(x) =0

X1- 42

=> h(l = h(Xz) FXXzEI

Sia ICR
,

f : l > I continua
,
Fr

.
Ez primitive dif

Allora FCER t
. c . Fi = F2 +C

DIMOSTRAZIONE

FXEI Fi(x) = f(x) ,
Fe'(x) = f(x)

Sia h : = F1 -F2

Axel h'( = Fi() - E'() = f(x) - f(x) = 0

Per il lemma h/X e costante

In particolare F(x) = F2(x) +c Axel

OSS Se I non e un intervallo, la proposizione non e necessariamente vera

Infatti =Rob ,
F : L at

,
XI so

,
fixeo KxeL

Considero F
, ( = o Exel ,

Fi = f e F=/ ,
F = f

Sia F : [a ,b]Re continua e Funa primitiva di f.

Allora :

Saf(tldt = F(bl-F(a) = F(t)"

DIMOSTRAZIONE

Per la proposizione 2
,
la funzione definita come G(x = Sa f() de Fx[a ,b)

e una primitiva di F.

Per definizione G(bl =Saftdt ,
Glal =Saf()dt = 0

Quindi (of(t) dt = Glbl-Gla) = F(bl+C - (F(a) +x) = F(b) - F(a)

Prop 2+3 : G(x) = F(x) +C

Oss La continuita e necessaria

esempio f(x) =

0 seoxelE 1 Se 1x22
G(x) =10So

7 t
.c .

G'(x) + f(x)



Proposizione 1

Proposizione 2

Teorema

N

NOTA :

(y
= f(x)

·. area(Al := Sf(x-g(x)dx
↑

y = g(x)
&

esempio f : [a ,b)R
,
f(x = 16 Sexe

Se XeRiQ

↓ non e integrabile : S"15 , 51= f(xd = ba S'f
.

2)a fid =o

Sia F : [a ,b] -R limitato

Sia DIf) = /x[a ,bJ t
. c

. F e discontinua in x)

Se De finito, f e integrabile .

Se Faso 7 In
, ...,

In intervalli t
. c. FiD

& Zlung(Iil 1, allora f e integrabile

f integrabile Ed FEso 7 In con i= 1,...

+

t
. c. FixDe lung(Fil

L'integrale secondo Riemann e quello "giusto , per le funzioni continue



integrali impropri

Def.

Def.

esempio Integrali che non rientrano nella teoria Vista

aso
. So fa dx :

->

1 dx

a X

esempio -

f(x E = 1
P

f(x) dx

Dato ach
, beta ,

+s)
,
/ f(x) dx si dice integrale improprio semplice in b se
a

f e definita e continua su fa ,b) e f non e definita in b non e continua in b

Equivalentemente : f e integrabile su Ta ,b'] Vb' <b ma non su [a ,b)

Il valore di Sofix dx e Safixdx = lim Sfdx, se esiste
b+ b

dove SfXdx esiste perche f e continua su [a ,b'] Fb'ab

Dato beR
,
ae [0

,b) ,
Sa f(XI dx si dice integrale improprio semplice in a se

fe definita e continua su (a ,b) e f non e definita in a non e continua in a

Equivalentemente : F e integrabile su [a ,b) Fasa ma non su [a ,b)

esempio Sosinx dx e un integrale improprio semplice in o

So sinx dx e improprio non semplica

Sexdx e improprio semplice in to

L, dx e improprio non semplica

Jaco dx per quali a c improprio semplica ?

comportamenti possibili di Saf(x) dx :

(1) esiste ed e finito (converge

121 e +diverge a +01

(3) e - do (diverge a - 01

I4) non esiste

Oss Sia F : ta
,
b) -R continua con primitiva F : [a

,
b) -R

Alora (f(xdx=lim fax = him F =emb)-Fa = Fx
b'-b-

a patto di definite F(bI = lim Flb')
b+ b -



Fatto 1

Fatto 2

Fatto 3

esempio Mach , I"Fadeseasea> 1
a+ 1

sea=1 (.
*

[dx = log-log(tol-log1 = + 0

&
· calcolo velocit di fuga dalla Terra

&

↓
3

E= fGMmdx = Em &

aso
, Sofadx=

a

Sea1

se ocaci

a= 1

a = 1 : S' dx = logx ! = log1-logo = o -(-81 = +

=-exete

· So-Edx = -S

· [ E = log(x)
_

Y = logo"-log1 = -s

· /
*

cosxdx = sinx = sin(tol-sind Noneseste

Problema : Determinare il comportamento di Sa f(x dx

quando la primitiva non e nota

La notazione Sf(xdx g(xdx significa che i due integrali hanno lo stesso comportamento

Ise sono finiti, non sono necessariamente uguali)

Il comportamento di Sa f(x non dipende da a

/Se Safdx e SafdX sono impropri semplici in b
,
alloraof(xdxSafx

DIMOSTRAZIONE

Sf(XdX = lim F-Fa e il comportamento e dato dal

Sia F : [a
,
+a)R con limite (a +

Allora S f(xdO seoI - O seco

se l=o, tutti i comportamenti sono possibili

DIMOSTRAZIONE

Per (> 0

Per la definizione di limite FM t
. c

.

XM = f(x)4Z
Quindi f(x)d

*

/Ed =-

esempio Trovare esempio di FXx80 e Ja FCXI non esiste

Se f >0 in un intorno dib

allora Sa f(xdx = Intero finito

DIMOSTRAZIONE

Per ipotesi asiste deta
,
b) t

. c
. f(x0 Ka

Sia F : [a
,b]Re primitiva di f .

Allora F e crescente

=> lim F(XI = Sup(FIX) : Xta
,b)) = +0 oppure num. finito

x+ b- bSaf(x) axSaif(x)dx= F(b- ) -F(a)



Criteri di confronto

Criterio 1

Criterio 2: 
confronto 

asintotico debole

Criterio 3: 
confronto 

asintotico forte

Siano fig : [a
,b]R

b
con Sa fix ax e Sagidx integrali impropri semplici in b

Se of g in un intorno di b
,

allora

I se S fixdx=+ Sag(d = +0

(ii) se Sagid + 0 =Fax

DIMOSTRAZIONE

Per ipotesi esiste acacb t
.c

. Off(x) =g() Axela ,b)
Allora Sofiaand e g

Quindi Saf(x Sagand

Se f , go in un intorno dib e f(x =O(g(X) per X >b, allora

I se fixdx=+ Sag(d = +0

kil se Sid + 0 =Fax

DIMOSTRAZIONE

Per ipotesi esiste ocm +o e deta ,b) t. c
. fixM/g) per a = X = b

Scegliendo l'intorno in cui sono positive (i minimal f(x) mg()
Per il criterio 1

,
se Sfdx =+ 8 = Samg(ax =+

22

Sabg(xidx

Se f ,go in un intorno dib e esiste ocmc+

t
.
c

. f(x) N Mg(X) per X > b-
,

allora

So fixidx So gi dx

DIMOSTRAZIONE

f(x)
Per ipotesi lim

xb- g(x)
= m = f(x) = 0(g(x)

Inoltre lim= g= Of

Applicaa criterio 2 : Sabf(x)xg d

Oss se goo in unintorno dio e Vale fixmg( perxb, ocma+8,

allora fo in un intorno di b

Sea = 1

esempio (Sexgadx Soadefa soa

y= logX , dy = +dx

xog dx= dy = logty) loglogz-lgH
y= logx , dy = -dy



-x ( + ax =Sdx = +0esempio So
↑

Sinxx,"X= =

· x finish

· CoxS' * dx finito

tanxu X per X-ot

·kax o de e Linito per confronto asintotico con S x+
T

por X-r : X01NXS exa Fa

ex +x2 Nex *F= =(d) =0(s)[0(k)
prendo a=8

Log dx e finito per confronto asintotico con 1 x +0

Klag per x + 0 = kag = 0(k)
X2

Slagdx
*

CogXdx =+0 per confronto asintotico con 1
*

[dx = +s

per X- +0 : logX-5 ~ log e logx 1
X X

X+ sinxvx = logsi Cog cioe 1 = 0)logX)

+
S

log de finito per confronto con
logx9 Faso

log vera ma inutile loa lak

· S. veagdx
1

logy a fazoq Vaso

X/logx)2 (intile ( => cna fasoKeog faso inutive

Bisogna fare il calcolo esplicito

esempio Discuttere il comportamento al variare di a
,
beR di Salogb dx

finithe
sea= 1

,
byjog dx e &

so db

+ sea= 1
,
by

+ se a<1



Criterio della 
convergenza 

assoluta

Def.

esempio (cog dx = So egy ,d S dy = +x

y = X-1
, dy =dx

· Exx anydy x+ 0

d

Dato a ER
,

la sua parte positiva e at =/ seae
la sua parte negativa - = /a sea

esempio (21 + = 2
,

(2)= 0 (2) +
= 0

,
(2)= 2

a
-

(x) +y ya a+(x)

Oss ocatal ozalak

a = a+
- a - | a) = a+

-a
2 -

x
X

Sia Saf(x) de improprio in b

Se If/dx e finito, allora f dx esiste ed e finito

DIMOSTRAZIONE

f = f+
- f -

con Of+ <181 e olftI/f)

=> Safax e Safda esistono finiti

=>fd =S- f(x = SF dX - So fi esiste ed e finito

esempio Studiare S.* COS d

+
8

KodxS. de e finito

OI/CONI

Per la prop
+O

cos de converge

esempio S. sin de esiste finito anche se " six = + 0

Six =- - f dx
live Ssinx =lim)-cox-X C X1

-

-cos( + costel acostal

=> S. sindx converge

/
"

Isinx'
dx - + 2

X
1-COS2X

Isinx/sinx=

2

+* e S
,

+o
cosax dx

2x

V
2

+& C



Def. Dati ab ete

Diciamo /F(d e improprio se posso trovare as a ca, ... can=b +
. c.

xd,d... fdx sono integrali impropri semplicati

Se tutti gli integrali impropri semplici esistono finiti

allora ancheof(x) dx esiste finito e vale (a f(xdx= f(d

esempio L x = Six + S' dx
Dom( = R-40)

esempio(. edx=X +Se ax +Sax +So dx

e improprio in 0,1
,
+0

esempio Josink dx

esempio aso
. I. 1

lex-e23adx
e improprio in 2

,
to

Fi = Sextesad e E:=xeza de

# = Sexenadx = Jeret-1paax = esaTexpad

-per pera diverge
, per a converge

Ez=tempad/enad Ea converge coppera si calcosal

esempio f(x) = log(x - 1 + 4)
A= \(x,y)ER2/f(x) = y =Clogn)
area (A) e finita?

Osservo che se >0
, zlogX = log

D : X+0 ·x4 -x+ 4
30 k =t tettu =o x

X2

Difl=R140!
f(x)=

2x - 8

X)

FA30 : (-2)(x+2)30 Fl = Cag3

log(1 log(x-1+
Area(Al =S log-log(-1+)dx = (

*

log) xn +u)dx =

= log(ulax = (
*

log(-)= x enito

wark--log(1-==O= t + 0(4) = y +0()



esempio =Stax ax

X30
,
X# 1

,
X1 : e improprio in 1

,
to

ax loglogKlogy/ax = elog/cagnax) = e (

I=axax+x dx

Fetaxaxant 2 de sea diverge ,
sea converin

X= 1+t

Iz : X"eaXpax loglog >eaxagog

Slogdx 1 x che convergea



serie

Fatto 1

Def. Data una successione (anl cR,
la somma infinita o serie degli An e An = lim an e San la somma parzila

esempio

Comportamenti possibili di an

· e un numero finito /"la serie converge,

· + & /"la serie diverge a +01

-0 I"la serie diverge a -0
.

1

· non esiste

esempio Serie geometrica
Dato XER

, consider = 1 +x++

+ Se X1

= ixE se-12x1

N .

E. Se X-1

Sex= E ,
1 + E + y+ +

... ↓

DIMOSTRAZIONE

Sn = 1 + X+x2 +... + XN =

xN+ 1
- 1

per X+ 1
X- 1

-
= E

+ seX1
1lim 1-x

se-1 < x1

N
. E seX-1

Problema : Determinare il comportamento di an

La notazione an bn significa che le due serie hanno lo stesso comportamento

Ise sono finite, non sono necessariamente uguali)

Se an converge a l finito, allora Ann
(Non vale il contrario

DIMOSTRAZIONE

an = Sn-Sm nuto L-L = 0

esercizio se annutsl.on



Fatto 2

Fatto 3

Teorema del 
confronto 

serie-integrale

n
Piu' in generaleZanbn se Inot.c . An=bn nano

DIMOSTRAZIONE

~Sa Sula sommapazaledia
N

Sn = ant ... + Ano-1 + Su

--

Su = (an-bel +... + lam-1 - bro-1) + In

se anto /definitivamente in n. an=r

DIMOSTRAZIONE

an0 Frano
Su-Sn- = An0 Se N > n.

=> Su e crescente per N= no

=> Su ha limite finito o too per N >+

Data f : [ ,
+0) -Rt. c . of positiva

· f decrescente

· f continua

Alloraesstono o numero fitaa
+

In particolare
* fixidxfin)

[Per (A)
,

f positiva e decrescente da un certo no in poi]

DIMOSTRAZIONE (Idea)

[
*

f(x)dx = area (A) area(Rnl=rea(Rul= fin
Ya

Ri

[f(xdx = area(A) area(ril= fin xi
1

Ya

POSTRAIx S"(5
,5)=f()(n+1 - n) =

2 f() ·n=1

5 =G ...,N/ f decrescente
1 X

=>f dx fin = Sn+

N-+0 N = + 0

~

S
*

fixdx = fini

(2) fin) 1 f(ll + S
*

f(xd Esfin)IS.
"fNxd

Sin=
N + +0 -N- + 0

& fixid 2 fin-fill= fin



Criteri di confronto

Criterio 1

Criterio del 
confronto 

asintotico debole

Criterio del 
confronto 

asintotico forte

esempio Serie armonica generalizzata

Dato aso.=
In particolare =+&e problema diBasil

Siamoan e n due serie

se ozanbn alloraan br

In particulare

e
Se otan = In definitivamente in n (cioe Fh> no

z ananb

DIMOSTRAZIONE

PeripotenaAllora

bn

Se an ,
bn30 definitivamente inne An =Olbn) per n +0

Allora

ana
DIMOSTRAZIONE

an = Olbn) = Jocmato e not
.
c. per nano landIm/bn/

- o = an = mbn
si applica il criterio 1a an embnbn

Se an , bnzo definitivamente in n e

esiste

om to m
a

Allora

DIMOSTRAZIONE

an umbn = liva =lim = m = an = Oli

e lim b = = bn = 0(an)

Applicando il criterio del confronto asintotico debole :
+D

anbr



esempio= -1= -1 = 5

esempio Serie telescopiche

an con an tc
. Ibn per cui an = bn-bati An e bn : o

Sub= bi-batb-bxt ...bw-bobn-bu
= be be an

esempionin ni

Sun m = 1 - E + z - + 3 - k +... + y- + 7 -m = 1 - m

=>nemSim

esempio Determinare il comportamento di

· n2-8 ~

n= nu +1) fita

. logn = + per confrontocon n
↑

n3 = logn 1 = log- I

Coppure lognlag)

finito per confronto asintotico debolecon
3na fn a= 5

=

= -
·2

1 - en

Itenv -

· 1-cost finito

1-cos() nu+g0 cost = 1- +O(x)

1-cos() = 2n +0(nt)

· Sab= natognis
1

se as1 b30 nallognib na per n Sabconverge per confrontocon na
nSlbl M

bo logn n na-sibl =Sa ,
b converge per confronto con nabis

B=(b)
logn 8 FS20 scelgo S t

. c .

a-1b18>

Se al Sab=+ per confronto contact
Sea= 1

confronto con entera
a

M

logb
&X=dy=set

logx= y

perche f'(I= -X(logx)-b-(logx+b) =0 per X abbastanza grande (xse-b)



Serie a segno variabile

Criterio della 
convergenza assoluta

Criterio di
Leibniz

Data (an) CR
+

Seand + o alloraan converge a un numero finito

DIMOSTRAZIONE

scrivo an = an-an Ocalant
+ +
-

i= 1

i= 1a
ston e non sono +e -s

Oss Sean +O, si dice che la serie converge assolutamente

chore

se ipsil
comportana

esempio

esempio sinn converge perchesino

esempio Serie a segni alterni

Sia (anl successione con an decrescente aO

alora1 an converge

DIMOSTRAZIONE

Sn con N pari decresce
&

SN+z
= Sn + (-1)N+

1 an+
+ (-1)N+an+ 2

= SN-Ant1 +An+2
= Su-1an+1- An+2) Su

Allostesso modo Sn con N dispari cresce

=> Su Na LpEEO
,

+ 8) e Su Ndispari
, LDE (-00

,
+O]N - + D

Sute-Sn = -1)N+

An Ne +
> O

se N pari : Li Li => ( - (p =0 = (= Lp = LER

esempio H converge ma non converge assolutamente



Lemma

Criterio della 
radice

Siaanthe convergea

Dato 230, si vuole calcolare L con erroreE

Si cerca N t
.
C

.
ISN-L1E

Il problema e stimate

S-Lan Koda della series

Se f : [N ,
+c) >R positiva e decrescente

t
.c

. Ianlf(n)
,

allora

ISn-L1=an fxd

DIMOSTRAZIONE

ISN-L=n an find fax
M

teo
.

Confronto
serie-integrali

esempio Come prendere N in modo che- =102
Il

SN-L

ISn-L/** d=Y 1102 se N = 100

Sia (an) una successione con ano
,

t
. c.

esiste L := lim "An
n+ +0

Ii
se(alrao epiprecisamenta

va

Iiilsearto e pi precisamente Ana

DIMOSTRAZIONE

Iil Basta far vedere anX f(<x1

Scelgo l t. c .
(1

Siccome "An-L
,
Jno t

.
c

.

n,noAn e
=> antenn

(ii) Basta far vedere anxf1x
Prendo l t

.
c .

1x&L

siccome "an-L
, fro t .

c
.

>no " ane

=> an en in

Oss Se L= 1
,
non sappiamo nulla ne su lim an ne sel comportamentodian

esempio Se an = na con aeR allora L= 1

a logn~

An = enlog(na) = e n

n++
8990 = 1



Criterio del 
rapporto

Sia (an) una successione con anso
,

t
. c.

esiste L : = lim
an+ 1

An
n+ +0

Lil se L allora an

In particolaretoepiprecisamenta
va

(ii) se (> 1 allora an -+ e pil precisamente an F1x
n+ +0

In particulare an =+

DIMOSTRAZIONE

Iil Basta far vedere anX VLX1

Scelgo l t.
c .
(1

Siccome
an+ 1

> L
, frot .c . Nano An anaan

· anote = land
·Ano+a lanote I l2 Ano

Per induzione : AnothAno FK = 0
,

1
,
2, ...

=> an eh-no and = e"ano
eno

=>Fusmo an Cen
Ano

con C=

pro
(ii) Basta far vedere an F1 /L

Prendo l t
.
c .

1x&L

Siccome an+ 1
> L

, frot .c . Nano An anaan
·Anot Cano

Per induzione anothe And Fk = 0
,
1

,
2, ...

An -
,

en-no Ano = e"Ano
eno

=> freno andCen
Ano

conc=

end

Oss se L= 1
,
non sappiamo nulla ne su lim an ne sel comportamentodian

esempio Se an = na con aeR allora L= 1

antInt nu +0
-1

esempio a
iApplico il criterio del rapporto :

Ante=an n-+0

L= o = la serie converge n!

esempio n! ↑" AX1
Uso il criterio del rapporto : Ann=nu +0

L = +0

esempio
- ↑Uso il criterio del rapporto :an!mne+0 t

L= => la serie converge



Criterio della 
radice per serie a 

segno variabile

Criterio del 
rapporto per serie 

a segno variabile

Criterio della 
radice (variante)

Proposizione

Sia (Anl successione in R t .C .

esiste L:= him "land
n+ +0

-O e pi precisamente lan/XFLX1Iil se L41
, landneto

In particolare an+
(iil se 131

,
lanl * F1xL , quindianl no-o

=> I an non converge a un numero finito

Sia (Anl successione in R t .C .

esiste L:= lim lanzel
n+ +0 land

-O e pi precisamente lan/XFLX1Iil se L41
, landneto

In particolare an+
(iil se 131

,
lanl * F1x , quindi an no-o

=> I an non converge a un numero finito

Sia (anl successione con And,0 e sia L = limsup "An
n+ +8

Iil Se1 allora an FX +. c
. (1 an converge

(ii) Se (> 1 allora F1x) esiste Rut
.c . Ann* An 10 = Zan = +o

Sia can) successione con an o t . c
.

esiste L:= him ann
Alora lim "an = L

n+ + x

DIMOSTRAZIONE

Suppongo OL+0

Veso Ina t . c
.na(am-L-

=> (L-E)anAn = (L+ a) an

· (L-E)AneAnate = (L+ e) And
Per induzione : (L-E)An Anark = (L+el"Ana k=0

,
1

,
2

....

=> (L-)n-naans an = (Lein-naana Anne
(L-E)"c' = An /L+ a) "c" con c

=an ecna

=> "(l-elz" An 1"c(L+E)

V

n++0 n- +0

L- I liminf" an Elimsup"ana => LEIL'"IL+ E FE
n+ +0 E > 0

=> L = L1 = L"

OSS Il viceversa non vale :

pur succedere chesiste liman ma non esistelim

esempio andana n parispari



Serie di Taylor

Def. Sia f derivabile infinite volte in 0.

La serie di Taylor di f in o e

f(d +f'dx+ fix +...= DNA

Domanda : relazione traf(x) e la Serie di Taylor

OSS Fissato X

,SeRatesallora

DIMOSTRAZIONE

Sd(x)=Dufyn = Pa = f(-Rddef

Esiste F : R:Re di classe e+S lesistono tutte le derivate e sono continue

t
. c .

la serie di Taylor converge solo per X=0

Esiste F : R - Re di classe e+8

t
. c . f(x) + 0 Ex+o ma Drfld = ofn=Dr

Consideriamo solo alcune funzioni elementari

II ex== +... VER

DIMOSTRAZIONE

Raf = Dafydxat
formula di Lagrange : Jx[0,X] ,=/X

,
d)

IRd()
(d+

Mi basta vedere che > O
Id+ 11 ! de+c

Uso il criterio del rapporto con ad =

I9
d !

a==a-

121 sinx=71 = X- VX ElR

Cox==1- FXER

DIMOSTRAZIONE



Def.

Def.

Corollario

Def.

Def.

Def.

Proposizione

Proposizione

Def.

Proposizione 
(convergenza assoluta)

Si definisce il numero e come il valore della serie di Taylor di ex per X= 1 :

e= = 1 + Y + G + t + 4 + ..

esercizio Calcolare e con errore 10

Dato

Zel,Sidefisa
n !

La serie converge perche el=

eix= cosx + isinx

Data MeMId
,
D

,sidefinisa
Data (Zn) CK dico che zn-LeC

n+ +0

Vexo Jna t
.
c

.
Na = Izn-L = E

Data (n)CR (9)
,

dico chen n LeRA

Faso Jna t
. c

. nna = /In-LIl = E

Ennagl Relzn) nurgsRelLiE
Im(zn)

nu+Im(L)

DIMOSTRAZIONE

Hint
. (Rezl

,
limz) = Iz) /RazhlImzl

InneL> Unli net' /Li peri= 1
....,

d

Data (Zn)cK

Zn :=im Z

Sezn/to ,
allora Zu converge

DIMOSTRAZIONE

convera



Serie di potenze

Def.

Def.

Teorema

Data una successione (anl CRCoppure (an/DI

la serie di potenze associata e :

Zan

Domanda : per quali XeR(oxe) ,
la seriean converge ?

Sia L := limsup"lanl
,

sia R : = 1 (convenzione :
+6 = 0

, ! = +0)
n+ +x

R si chiama raggio di convergenza della serie

Siaan serie di potenze con raggio di convergenza R

Datcon, converge lassolutamena

ann non converge (pi precisamente anx X-0)

DIMOSTRAZIONE

Applica il criterio della radice alanx
↑

lan) ="Iaml" ( = "Ianl (x)

limsup"lanX") = IX) eimsup"lan) = IXL
n- +& n+ +0

Sequindana
Se >R /XL (R= 1

, quindi limsup"lanx) > 1
n+ + x

quindi lanx X0 = anxX10
, quindianx" non converge

OSS Non si sa dire nulla a pridri se IX = R

Problema : calcolo di R

NOTA f(x :=An per KCR

Derivabile infinite volte e f'(x)=an

Vale: E= lim" an se il limite se esista

= lim
aa se il limite esiste

esempio an in
"in= netg0 R= + x : la serie converge FXeK

esempion
N

InM =n+ + +0 R = 0 : la serie converge solo per X=0

In particolara = + se

Per xo ?

esempio114(2 +n)n

"lanl =

"

2n ~z na2R= =

In generale : Anubn"An ~"bn
Infatti :

"bn
=gloge = 1

an



esempio an = 3+ con an[indisper
a

N

limsep Ani
~ 3112_ logn) mu +a ma =0

n/2

limsup" an =

=> R= 1
zu 34

B
n

#
esercizio Calcolax nu = n

esempio anth No

flam =

n+
30 R = +x : la serie converge per ogni xeK

nu +0

esempio ann!
(n+

n+14
=cantin nu +0 0 = R= +0

n !

esempio Calcolarein (R= + x)
n !

=

esempioconreRR
= dz Vizk1

esempio Il numero e

e= m = 1+ 1 + E + B + 4 + -

· e =3 : n ! = 1 . 2 . 3 ..... n -2n-

-

n-1 fattori

=> e = 1 + 1 + E + 7 + .. 1+ = 1 + 1 = 3

· calcolare e con errore inferiore a 10-3 :

e =

Pata Carco d t
. c .
(Rd()/10-3

Ral =

Da* FI yat o aRall =

ex
(d+ 1) ! Idtl!! !a

O* =1

=> e = 1 + 1 + z +t + 2 + to+ + 10
-3

= 1957 103

· ex = lim+y =(1+ e = nlimg(1 +/
xy
2

-

(1+ x y,
z

= exp)flog(1 +xy) - expx = ex



esempio Dato aERIN
,
la serie di Taylor di (1+x19 e

1 + ax +G(x +
ala- 1(a-2)+... = dove (a) := ala-1 ... (a-n + 1)

3 n !

ala-1l---(a-n)

In+ 11 ! a- M
an = In) : lantl Cre a(a-11 ... (a- n+ 1)

=

n+1 n+g 1 - 1) = 1 = R= 1

n !

La serie converge a litxa per-1x1 (e per X=
?)

cioe Rd(x) deto' O

Con la formula di Lagrange, -1 e Ok

Uso la formula del resto integrale :

Ra(= (
*

(x- +19 ya+
f(tdt

Dd+
(1++19 = ala-il ... (a-d)(1+ 719-d-1 < Ra =ala-ad(a

t=Xs
,
dt = xds = ala-1a-dl xd(1-sd(xsa-

con otS 1

ad

-

ala-1l--- (a-d)

xdSadlad!

=> IR/ = (aca-add(-59(sads
= laalSols* (5/ds laalo U +19 as

&

-

pers-1X11 : 1-Sel Es 4) finito

Basta dimostrare che Add-+O
Si dimostra usado il criterio del rapporto :

lad
ala-l--.(a-d-1)yd+2

= a de +g
-(-x = (x)11= (d+1) !

ala-1 ... (a-d)
yd+

d !

=> ladla-+ 0 e quindi Ad auto O

esempio Serie di Taylor di log(+ 11 e X-+-+...
Dimostrare che R= 1

Dimostrare che la serie converge a log(1+X per-1411

In particolare ,
si ottiene : log2 = 1-5 +- +...=



esempio La seria di Taylor di ir e 1 +-x0 +... =-14

· R= 1

La serie di Taylor dell'arctanx e X-+ -+...
· R= 1

· la serie converge a arctanx per-1X1

In particolare = arctan1 = 1 - 5 + z - * + 5 -

..

esempio Formula di Stirling : n ! ~zin Et

Dimostro che esiste cot
. c .

N! ~Con

Oss logn ! =log1 . 2 . 3 ..... n = log1 + logz + logs +...+ logn = log

logn! logklogdx = (log-negn-log =e

nlogn-1) + 1 = f,"logxdx =

yas
+ y = logx Al

= area(Rul + area(Tr) + arealSu) =

Y

-

-- logk[log(k+ il-lagk] In
T2

Rn
= (logk) + /logn-log1)+

R2
Th

12 ... n-1nX

= logk)-lagn

log(n! )= logk = n(logn-1 + Elogn +- = log[ +-

n ! =exp(g[n() + 1- ) = n ·expl-n
con =exp(1-n)

Resta da dimostrare che +0

lagx

· y-logk =
logk-lag(k-1)(X - k) = y = log()(X - k) + logkk - (k- 1)

=> xm = Slogx-log(n)(x-41-lagk dx = 12k-11logk(1-2k) logik)
- 1

= (-)log( -



Equazioni differenziali lineari

Teorema di 
esistenza e unicità

Teorema

Corollario

ODE lineari di ordine n a coefficienti costanti omogenee

Un'equazione differenziale ordinaria lineare di ordine n e nella forma

D x(t) + an- (t)Du x(t) +... + az(t)X(t) + an(t)x(t) + a.(t)x(t) = b(t) (*)

&
I

Il problemadi Cauchy associato e : Xtol = No

Ntol = X1
:

Dn+ Xto)= Xn-1

Sia Ich intervallo,to e I

e siano tutti gli di(t) (i = 0
, ...,

n-1) definiti e continui so I

Allora esiste ed e unica la soluzione del problema di

Cauchy IPC) ed e definita su tutto I.

sia b(t) = o (ossia ODE lineare di Ordine n omogeneal
Sia X l'insieme delle soluzioni di (A)

Allora X e uno spaziovettoriale con dimX = n

DIMOSTRAZIONE

Analoga al caso del II ordine.

Se B = /4.,..., Unl e una base di soluzioni di (A)
,

allora la soluzione generale e

Yom(t) = ce(n(t) +... + CnUnit) CON P
, ..., En ER

La soluzione generale della non omogenea e :

↓(t) = Xom(t) + Y(t)

con KLt1 soluzione particolare

Vogliamo trovare una base di X

Step 1 : si scrive il polinomio caratteristico associato all'equazione

↑(x = ( +an+ X*+

+... + a2x2 + arx +do

Step 2 : si trovano le radici di p/x

Step 3 :Costruire la base di X

(1) X e una radice reale di molteplicita 1 ~ ext

(2) X e una radice reale di molteplicita m ext
,
text,

...,
th-ext

(3) XIiB due radici complesse comigate di molteplicita 1 etcos(st)
,
etsin(Bt)

(4) XIiB due radici complesse comigate di molteplicitam etcos(st)
,
etsin(Bt)

.....

...,
Meatcost)

,
tmest sin (Bt)



= D

Vogliamo vedere D come operatore tra spazi di funzioni

D : X X

D : e' : eo non va bene volte
D : es , es DDOD DEEDODO ....D :X

DX + An - ,
DrX +... + arD

-

x + anDx + aox = b(t)

L(x) = DX + An- ,
DX +... +azDX + anDX + aoX con Loperatore lineare

P(D)= Dn +An-1DM +... + azD2 + anD + a
.
Id

Fattorizzo PCD) :

P(D)= /D-MId)" (D- XzId)hz ... (D- XIdihk
Vogliamo risolvere ((X) = 0

Introduce Li = ID-Xild)hi
K

Allora ( = 1
, 0120 ... ok=1

Li

esempio x +3x +2x = f(t)

L(x) = N + 3x +2x

P(D) = D2 + 3D +2Id = (D+Id)(D+ 21d) = (D+21d)(D + Id)

Chiamo Lex) = X+2x
,
La= X + X

L = 40hz = L20L

(40 (2)(x) = ( (x+x) = X+x + 2x + 2x = x +3x+2x

Kaole() = La(x+2x1 = N +2x +x+2x = Y +3x +2x

Se ho una soluzione di L =0, ho una soluzione di l= 0

ossia ho Xt
. c. L(X) = 0, ma allora ((x = (2((x) = ↳(d) = 0

Oss i li devono essere costanti
,
altrimenti non vale l'identita,

poche D(Miltlold) Mich D

III Supponiamo MER di motteplicita 1

Risolviamo D-M1Id= O

X-XX = 0 : la soluzione d xH =eit

(2) Xi di molteplicita m> 1

m=2 ID-X
,
Id)2 = O DD-MIdID-XId) = 0

Si trova X(t) = ext. Carco Xlt)O soluzione di (D-1Idl= 0 t
. c . (D-MIdl"x2 +0

Sia (D-M1)x = V

0 = (D-MId)(D - MId)Xz = (D-MId)V = v =ext = (D - MId)xz = eit

Na-Meka =et Kalt) = e
*/Jettktdt + ) = ext(f1dt) = teht

Analogamente, per molteplicita m>2
,
si ha :

X-Xix =Ekagit Xpht) = tk-1quit

fino a Xm(t) = tm-1git

I1
,

121 valgono anche per X-K



Metodo degli annichilatori

Voglio risolvere PIDIX = f Quando f e soluzione di QIDIF = 0 di ordine k

PCD) = DP +an-DP" +... + azD2 + anD + asId

QIDI= DK +brrDk +... + bcD2 + bnD + bold

P(D)X = f L*)

Q . PIDIX = QIDIF =0 (A)

Come trovo una soluzione particolare di PlDIX = F ?

Sia Xap , Spazio delle soluzioni di QP/DIX=0 (**) (dimXap = n+k)

Sia Xp , spazio delle soluzioni di PCDIX =0 (dimXp = n)

Sia Bp = 441...., Mn4 base di Xp
Oss Se xeXplossia X e soluzione di PCD(X=0)

allora ve Xaplossia X e soluzione di QP(DIX=0

Si completa Bp a Bap ,
base di Xap :

Bap = 441 ,..., M
,
Tr....k

Oss Se X e soluzione di PCDIX = F ,

allora X e soluzione di QP(D) X =0

Allora possiamo scrivere X come :

X= GX +... + CXn +CmT +... + Cnak Tk

Notiamo che Xom = CX +... + CnXn e soluzione di P(D)Nom = 0

=> X-Xom e soluzione di PCDIX= f
*= - Xom = Cn+#n +.

..
+Cn+Fr

Esiste una soluzione particolare di PCDIX-f che e della forma

* = Ch+1+ ... +C+ Em
,

combinazione lineare dei vettori,...,k Bap'Bp

Termine noto f(t) Annichilatore QIDI

tk Dk+ 1

text LD-XId)k+1

the cositio thet sin(t (D2-2xD+22 +32) Id)k
+ 1

esempio P= (1-1)(1+ 3) Bp = het , est)
Q = (x- 2) Ba=492t) Bap = Let ,

est
,est)

esempio P = (1-1)(1+3) Bp = het , est)
a = (x- 1) Ba=Get ! Bap = Let ,

tet
, est)



esempio P(D) = (D-IdlP(D-2Idl"(D-GId)
QIDI-ID-Idl2 (D-2Id)

Scrivere Bp ,
Bap e dire di quale funzione e combinazione lineare

una soluzione di PCDIX = f

Bp = let ,
tet

,
thet

,
eat

,

feat
,
eith

QP(D)-(D-Id LD-2IdIP(D-GId)
Bar = Yet ,

tet
,
thet

,
thet

,

that
,

est
,
test

,

thest
, eat)

* = citet + Cathet +c+eat

esempio N-SX +9x = Gtest

P(D) = D2 - OD +9 [d = (D- 3 Id)2

Cerco Nom

* - SX+9 =0 = X= 3 con molt . 2

Xom = Get +Ctest

Q(D) = (D-3Id)2

=> QPIDI = (D-31d)"

Bp = (est , test)
Bap = Lest ,

test
,
test

, test
Quindi = cit-est +aztBt = et(Ct* +(2t3)

↑ (t) = 3e37(at + (2+3) + est(( - 2t + (2 - 3ti) = e3t(24t + 3( + (2) +2 + 3(+3)

*"(t) =33t(24t + 3( + (2) + + 3(+3) +est(2 +0(a+(2)t + 9(t2) =

= est(2 + (12( +6(2)t + (9( + 1842)t2 + 9(zt3)

est(2 + (12( +6(2)t + (9( + 18(2)t2 + 9(zt3) - 6 . e37(2at + 3( + (2) +-
+ 3(+3) +

+ 9.(Ct" +(2t3) = a test

=> 29 + 6(2t = 4t = C = 0 ,= 3
=> Y=test

=> x(t) = Ge3t + (+e3t + 23 est

esempio X - x = et sint

X - x= 0

x3
- 1 = (x - 1)(x2 + x+ 1) = x = 1 molt . 1

x= -
x(H) =pet +ce sin(t) + Get cost)
QID) = D2-GD+ 5 Id

N1
, 2

= 2 =i

*(t) = Get sint +et cost = et(asint + cost)

*(t) = e2t((24 - (2) sint + (2(z + c)cost)

*" (t) = e2t((34-4() sint + 13+44) cost)

↑ (t) = e2t))2 -1C(sint +(2+ 1C) cost)

ert(126-1Cz(sint +(2+ 1C) cost) - et(a sint + cost) = etsint

-
a - 114 = 1 =>4
(2 + 114 = 0

S
122



esempio f : R - R

X . s- E
Mostriamo che FeCO e D"flol =o An
Mostriamo che DMIfI(N =Pre con Pr di grado 3n

Per induzione :

· n=0 Pole- = 1 .- v
· vera per n

,
vediamo

DU(E)I = DID(IM) = D(PnHe) = Pril--e +Ple =

=e-(Pri . - + Pn(.) = e-Pm
f e continua/si controlla con i limiti in o

eim f= eime Pr = eme0
N+ 0 X-0

Per induzione :

fe derivabile nvolte con derivata n-esima O in zero

e con derivata n-esima continua

Per la derivata n+1-esima :

imDinPenet = 0


