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Q) £"%0 & 'S ussconke & § conyesse-
(i) {" <0 & ['< cdecresconde & § concano

Lemma Doka §:I—R convess, daki Yeciutte € L, oS0om

§ () - §0%0) < Elxa)- FO) | £ Cua) - S0
Yi-Yo Fa2 - %o + Xz = X

Yo

DIHOSTRAZIONE
RAME, felli¥a, JAEON £.C0 Y= (- et ha con K= Bk

s SO = U-NI§0) & RSOLY = S0 -§a) S N (§0a)- 56

= SOM) - §0y ¢ §lde) — M)
Ya - %o Ya-Vo

e S92 =809 §ta) — 101 = A3 _ NS0 - SO 4 NEMa) _ §0k) —SOM)
Va-Yeo o - Yas Na (V0 N VU E R XYy Mo =¥y

A-N
DIHOSTRAZIONE
[ comesso. = §' crescente
prondo “%e¢¥zel = dimottro K"'Cxoi < £ (%)

prondo h»0 E.c. Yerthaxa & wet¥,-h, oswor hd%e-Yo
Plo4h) = §0%e) , §(%2) -§ (o) . FCa) - Clxa-h)
n B Yo -Yo h
lV\.—WO J(VL—%O

S‘ (o) ‘Fl(‘L'L)

¢ S0 - §O%) <
Y2 Yo

N

K2



INTEGRALI (CRLCOLO)

pDer. Daka f:[a,b] —+ R consinoo.

Se {20, Q'ikegrale definito di fda ona b, fr YO VI 'ﬁim/'
e LQ'areo. dol sctogrofico AI=-{(\L,L&\\Q£$L&P>,OE%QQC‘A\} rOA E
—
For § non necesgariamente positiva | si pone e $
Lb fC dy- = axeo A* —axeo A” 4
dove A* :={(\L‘L4)| acweb, ocy < £ } E\'HM
A’-‘={(\<‘%§|o«ey\sb‘ fed skago}. A o
a b
A
‘Ywu:re S\ Aelirusce _r: S:C\L\ A = -Q) [Co dn

aeb sono QU estrem di kegroztone
{¢ o fonseone integrando.

oss = §30, N <& conxoanto in on segmemko = oxeo.(AT) =0 = S:_{?C\Q dx = oxeo AY 20
S feo, AY @ contento i on Wgmeke =» oxeo. (AM) =0 = [? {00 dk= -OxenA” €O
S a=b, A+ A~ = segmenki (o meno) = Q’ {0 dw =0

Rerché questo. def. € insodolistocenke ?
Perche ['axeo. di on insieme deQ piano <€ on nco won ben  definito

AlLri SIgNiriCati
P <L moove con \RNookx  seoQore. (k)
{o. distameo percorso. tral oo k& d=§: N di

PA) su moOove on VROGES Velorads W@ ed & soboposto o onow forzo. F
@ Gavoro tro beeds & L= [" F(pee) VO ok

CdICOlOo approssimato dellintegraie

Dwido [a,b] in n stz-%men;k\ dn lwvughezzm S y=fon s
§-b-o 1,
¥i=4,..,n scgo el N
| o b

n
f: foody = i oxeo (RO = Z f) S
i=4

=4

L b
Se § € conkinvo- %mo (L% SRR ) = .L_ £60 dy

Caicolo esa+t0 delrintegrale
per. Datke e fonzonn § F: T —R
Mo che Fe ona primitver e § =
FO=Ffoo ¥wel
e < oo [fendwsc
2RMpiO  ono. prmdio. di. W 2 \"Tz',mo anche §+c oon C kot



Teorema Fondamentale Date §F:[Qb]—R con § onkwo @ T grimitiva ok §.
del caicolo integrale Alloro. :
b
[ fon dw= Flb) -Fl)

Notozlone :  Flb) - Fa) = (FG) li

DIMNOSTRAZIONE N(U:ﬂen.\ N
b N Lo o S P8 - FO)

s §C\Qd¢=g§(~m8 = g < S

On i o= QSttemo Sinisto . L

sotikdised £ = F'le)
won 'Q P - increnerkole
= - FOW +FGER) - BOG) « FprfS) —. .. ~TG0) + Ton+8) = Flb) - £
™ oncludere, Bisogm, for wsiere g, emon 1S ane. ¥ tendono @ O can 8.
cempio (L wian-|¥| - %
[t erar=e¥y!, =e-

A

- e2-4
et =
e

oss § Quzpari = S':\gcyq an=0 (percné A* e A" ono simmetrich o quingh  oxen (AM) = axeo (A))

{ port > 51 fOow = 2 Y: (o0 ax

Tabella delle primitive elementari

f )
o ox+c
o L Al
*x* (@f-4) o ¢
= 4? Qo e /l Q,ua(—vq tC Il +c
S0 @) s o0, 0)
o* et4c
Y
a* (a»0,0+1) an rc
Qogw w(Qogx-4) +C
siny —Cos% +C
cCORY. SiNK +C
tanv. - 0g (o] +c
4
yTeES axckam™ +C
4 N
== oxXcny +C

Regole di integrazione
N Jt fCa aw + S: fn= S‘: fo0 dw

D oo Foma prmibiva di §: (Flb) -TCod) +(FC) - Tb)) = TC) -F (D

2) o [mfoa dy = m(foa an
by [Pmfea dw= m[® fod o

Dim o) Sio A onol primikivo. d )
= MTOD € ono. primiivor di wm e
Infai (MFOO)' =m F'Ga =mien
B) [° m§oo A = [mFG[, = mFo) -mFead = m(Fo) -F@)d = m[2 fon aw



Do [£0n +qm0 Ox= [0 e + (Qod dx
) ﬁ fo0 £ Qoo ok = 2 Qoo v + f° qoaa

Dim o) Sl Ferim. dh §, G prim. O g
= FW+ &GO € onoe primlivo. Ak §00 & QOO
Infomi (FOA+GeN'= F'o + G'oo = o0 + i
) jﬁ FOO+ QM0 dot= [FOD + GOO 15 = Flb) + GC) —F (o0 - &ad =({(b) - F@d) + (Geb) - Glad)=
= [2 foo dw + [Pqeo av

eemplo [2ex-2 dx = 2fexdn -3 {d o = 20% 300 +c

L) FTormolo. i IKSQYFORICHUNESNIEASS
{fod Qe v = Fed- g - (FO0 g0 v
©
L foN . gl A= \FGQ-QQQ‘: = St LIS SEY-WEHY

Dim o) FGO-g) = [§00-qen + FOO - o0 dx
Infamic (FGO -90d)'= FI() - ged + TOO @G = 60 i) + FOO 6O
[FCsL\ -gt\q]’; = S': (0.0 + TGO - 'Y v

eRMPIO (e dn = e - ge*-A Ax = Y& -t 4
R
EQﬁgx dw = S‘Quax-xdx =LK - g‘k-fidu = LQYL — % +C
T §

S‘Qi:*\idx=SQZ%1 A = o - osgv- (oog- 4 al =>2S‘9—dm Qe % =>IQ°%*0L~L SPE e
¥
5) Tormolo i cambis el anakbile
o) f Q) @' A = F o) +<

f?(%(ﬁ)) SRESK-\ = “f(\p Ay = FCY) +c = F Qo) + <
y= %GLPH ay = q &) ax o)
9
b) L £(QE0) 'O dv _fm fop oy = [Floe
Y=900, cha Qe A

CosO  particdlase
[ fome+q) A 5 S‘S-Ctg\ Loy = f—,—\ H(\é)dxér
Y= mx+q d!é—mdy\—, —o.:é=
% Mo+ Qq
[ fncrqy o = ‘( [Cy) ay

mowq

cempio [ e o = %Ee‘*m&: 1 ]e4!-
Y=2x dy=20dx
fe"“zx dx = 1{e%ay = detrc=4de* +c
Y=, = dx
[banx dw = [ ¥O% oy ;—S §9% = -y +c = - g jeosn|
y=cosh, 0= -ginx A
. 1
Je"‘ dy = S\Q’%Qﬁ dy l
‘f"\l. w&=md"~—“2ﬁd’lﬂ=d*



. A bl 1 _T
elempio - | - ow=|oxdbony |\ =T - ()= T
A 4 44_ —_T1 VA ~ (. .
'L Py dx ?-S_A A+yz ay =-= Dov'e |'erore ? %={ non < efinikos in O
Yo %=y
4 ¢ 4
2 a2 dld:_ﬁi&lﬁdl%:-ﬁd%:-‘?d%
< — A, = ‘o \ ? =
f_ze meEbe-ﬂué o Dore \'erore =%y
=

QU208 — = o= O

4 2 A
L e™ dy = ((29et oy = |e¥2y|2 -[‘etady = ue’ 2|et|d - ue*-20% +2= 20%+2

|6=W
dy = o A — 29dy=ax
.[J‘Wd&= Smws%% j‘CDSz\adJ.&<®§z _QDSZ%+‘| =5coszz +%djé=
~44]  desiny -TeyeT 2
d%—costédzg,
= L sknzy tdy 4c = 1 stn (200ckon) +4 axesinn +C

08%  Se GGO=[ {thax, oo GOH S ono privkva ok §

Integrali di PUnzioni razionali Fratvte
ey N AN oL
Trotare ono. primitivo. A e o \'2 RCCf)n NG D) pcinomi |
on QD RGD polinome e dogy RO < deg Doy

, N
S he. che €8 ) = QMW + D

H riduce Quingi oo J%E*\\ A

oo faxoriozosione. com(aﬂesm dic Do ¢ -
“Dc*\—"r' -y con e o In =n= deg DWW

W WONTQIED \n\lece, o, o fororezozione Teole | «f hoo:
n ™ "m;
DO = WM+ 0n ™ 44 0% 400 = (-0 0™ (-0 0 (-0 “(R40X4C) - (¥ +10j%4¢)
~——
AcO Ac¢o

wn arelR | et RNt e2m =N
RO
Dato Ty , OO0 Setond ISR oMMk todh dhe -
RN _ M N Ao ol An P S DU =73 1 © S P T o AL 1 Ly« YR Bt +Gomy
O w-a; o (\L-m\"‘ e (L™ \l."+b4u+c4 (1‘+b wacY™ x’-+b;,x +q (24 b‘&-\-ca)"l
DIMOSTRAZIONE
L CON N tNe =N R KIG'RH-AE‘L],
(- ™ L (k- )M
esstono Rue Bo (W], Roefn  [M],., el [\] te
R(w) e RO v R )
(o™ (k- dMe (™ v T T e

+ R, (01U CK—%[)HL ‘oo R\LC‘M__FC CY\—\LL\M
$z gk

(4 RO =R (D TT Cx-w"*
4

Consdero  'applazione :
T R TR % B ] —— R I
Ry Rapooey R) —s R4(>01: Cr-wON « R,_OL)TC Con )™ *ont R\Lm'\'t =™
\]oqb‘-o voobcare de T € sorqaiva. &> T S niedivo. <= l(sL\ =o oo L=
TW=0 & RyOTU x-w) + R2(ATL (%~ 2 O™ ot ka‘(t =)™ =0

44
= RGOTT (*- w® -(x wy™ (-2, N TC G- sl -

R T (st = —R, (WL (w-w )"L - e =R TC (et |
gd w2 L 212

Mo R, e®y, [¥] = R =0
Rigetendo Q cogponommantks, s ho: R0 = =Ry =... =R (W) = ©
R Ak L A

Gon Q0. stesso. sheadkrgen, st dluasstro. che - ™ = e T o ™
(S asteasek T R AR — R, V) O
Ni voRke




R cooo % ridmee o qoosk inkegral :

D [ 25 o

0 f A gy =
Y -0
Ao eR

» B Cy+ D
W [(‘L-O\)e ax ) \fm’wbuc ol
V) g Ext® gy G0 :

s+ o) (=4a)d

Al Zgaw = Almy|y-a| + et

-€+4
B [ B on- Bloratans BOSA 1 o

Boel €34

Cy.+ D
k) f\L‘-\-b\L«-c_
(@ +bxsc)' =av4b

Cy.+ D
W +loXrc

dx

_ ¢ _2xxb il
dw = 3 f T roC ol + CD—T) f&'--\lo&*e o

-R+4

— Cx+D = C'(zx+ +b-b) = %(2&+b)+D—CTb

% %ﬁ \x’-+‘ox+<‘_\ - CO%E + (b— %—“’) ()

. 4 A
w) Q— dw = E < v bz alw f A (\‘_\_y,)
Wtovte (er)e. ke i 1\ b’— [ +1
Competamanko AR qoodyssko : y3-+\01+c_- \H_b) __+C_
- 4 4— = h. 1 -4 L A Wt 3T
“A‘[(H‘" dx 2 bN_ A,[V‘H dt—Kaxrhom€+cmt— .= uxdcom(c_%l)+c_oqt
Ko
t= RN
=AKOU‘
Ew+F
\!\ ((\L’-\bw\rc)'\ o

COn  MOMPSUI 2oL GR[RLICHe. + comblo dd. Yavdiokle | . riconduoo oMo, ma :

c. r 2% +o
Yalwrc

1244

@i -C, Qﬁ% | wrroste| + cx QWO

R R -G T.. = |2t _ 4 .=
® & ] (eI Greyi™ O 7 f @ M+ [ Wage 2t M 4 L =
SR, RN | 4 1 | Lt AT .
](tzﬂ)& 1{'. + (3({1*4\-‘ . Idk + I\\*.( 2-& (Ll-‘-(\& + ?‘LQ + (S8l

= Tu= (»- d
N Ik
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CaICOIO di aree e volumi
4) A ingeme R prono (Qimikato | tegoiexe (7))

x‘\
YeeR Ay =sestore ai A od olkessn v i= AnRy

con le Le Ay =vooko

b
oxea (A) = fa L6 o
s % opp wsb

2) \ insieme ndfe wpogio (Qimitoto, teolasee (7))

*

Y eR
l ‘Q* iy = seziore i | ol abiesao. s:=\ a Rx
Sy o=
4 con 00 b.c. Vy=9% per xeou op. X=b

Re  plano ortogonole o 'osse o POSsonke per 2

Yol(V) = [* oo alv

Giostificoaione (1)
Dwido [ab] in N segmenta I, ., Iy di Quwgh, = “ﬂ To=liey, % J
Ri= rettomqelo i bose Ax e oQresec N
> axea.(Ri) = Z RN TR

'S
b-
; \ axeo (A) 2
x | 4 Ry
o QoL (A) = Qi 2 oen (R) = oxeo (A) = [ 200 d
EEN Le.

Gioshfiomzione (2) c Slindieo X bose B

X
-Ik vol COY = oxea (R) -h

Ca,
Cy= Glndbeo Ak bose Ay, e oftezzo §

9»- CA
N
\)OL(\!\’ﬁ_i\loL(Cg = i axea (Ay ) S = 2_ o) = Lu(ﬂ o
=A =4 L=4q
\olume.  sferod
1% By = ook, di TogQlo r(0 =\JR*-¥*
- S [(y2) | yrees eRT - |
R L b w e
\IoL(B)=§ o) dw = g'rc(r&)\ ax = {m(a‘ W) g = TL(V} - = %TLR‘
B stexo. A QRO R -e- - -%
\olwme cono C = cono I vextice NV e bose B
N (=ov\i.om_dei.segmem!ﬁ V.p] con p che ol in B)
T Cy = copio. timpicciolito. g B di on fadore E
(omotetiod)
Q ®
[3 asceo. (Cy) = axeo (B) (%)z

'~ N
ol €Y = [Joxen (o dr = [~ axeo(®) £ ax =
- owr.ecx(B\ l vél - oscm(%) w= 4 axeo.(8) -

ooeeo (B) Y\*—; ok =
ne o



Nol. soligh o rotazione (1)
L'Q" F"l_-olbj '_'[01*00)
Azc{(%.tpl oexeb, oe%sg‘cm}

N1 Vi= Solido cHansbo coskando A QHomo ol2'Gsse %
I

| o o [ * 2
W) = | oxen (1) dx - (2 w(foa)? a
U diseo di Qo {0
voL(\) = ( 1 ({)" dy

Nol. solidn di wokozione (D)

{:[@b) = [o,40) , otath
A:={(~L.za)| aexeb, osgég‘c*)f

7 g=f) \'= sclido ofenvto toctando A axoro a®'asse ¢
= /

\

~—1I1__"

e

b
vol (\N = L X [0 dx

Giogkficogione

esempio

C = Slndeo QWO (OONGD 'Q rek. Ri oBomo oM'osse Y
WoL COY = hee (2 - (- §1) = e (ar§ - €%) 2% greeh§
vol (C) & QIExLQOLJS

vol (V) > I\ndccd ~ iI[t\LLKYQS megm dx

et

/_,<\T‘={C\L,§&)) | QE%&bI-

Pry=CG §4)) V=G 'y J@l=sJd4+'w)? actcb

o ---
[ R S

b
Dung(Th= [} [Tl dt = | {1 (5O olt



EQURZIONI DIFFERENZIALI (CRLCOLO)

- Soldo iIn caduko Qloeral ¥,
ordolomg. @ LrovoxR  w(t) = 09xR320. o {ompo t 4
{emo. o= %(6)
{--mq
Songemi© = [N@-"a] o
%(&) =-gt + <,
NS =—47—'%1c°-+c«{-, +Cay C,C, Okank quolungue

R ddRrminael o scssione W) dewo conosere -
- Q'af¥easn. Wlka)=¥, ad. on cerbo ivtamte inizicle 4o
. Qo ydoa kol \lke) =V,

e =0 1 Ye=w@=c, e \Ve=M(o)=c,

- Equaziong di. dewodimento
L) = quasnkicst di mokerole (readuioddlvo) die decode
ﬁ =% Quomkitol Ok mokoaade che i Lrosormon ned' dntowalo Ak

Wllr BEY = SUE) —lenky()—s RS X _ ey ——— KO = -eu®

[N

. = -
— _ié:\ sol —— Qo (WD) =-bk e, — W)= @ =g g
Y4

* Trovare L: (0+c0) —> (0 ,+c0) t.c.

oxeo.CTyw) non dipende dox (<o d'm:—'fm:o)

' Quazione diffeniiode & on' QUORADI. N sl RIACOQYNLA. & onow BN2epe K= %K)

Un' equosinte ifCeranmiole ¢ Il T ordife se SA O erveie in {ofmo. vermads. -

\'L=§(\L,£\ con § foniomne dedoo
{\L=§(v\(a.n S chiamo.  profeemor di- - Gusciug
Y(ko) = Yo

Soo opportone ipoest w
'Q proemo. di. Gauochy ammeie ono. e onoe oL solusiore.

- 2'onok oS ndn vaese
- poe Quath t, W) ¢ definuko’?
%= QUd (k) g (e, W= qMhik)

L=k S L=sinx st

YL=kiv wo =% b



%;—" = QGO k) — (\%\ dy = [h({:) ot GO = HM® +<

Se potsiblle | espUGED Yt %M=G" (K +c) (& @umibuon ou {?lu Pintivo. i )

WD = QCuley) k)

W)
Qe nee)
(&) (&) 4
gcacs«cm dx - j- hO) dx =HW [W dx T [ 3@ AL = GG = GOLW)
Ve peimikvo. di %‘m
G =H&) +c A =w® At

R esplciia. L)
e G yweskibile s wid) = &7 (A <)
Con Qpesh. procednso. w HANPNO tode & Dwson. ranne peche
L= qMhk)
gy\@:o\= Yo won Yo ke, Qt)=0
In qete ®0, O Westene S W =Y

s L=(e-03et
W) =2

%ki* = (-3t — f(&—\\“‘d& - Sek A — (\’\_'—Z‘)—L =ef+ic
(W=1Y? = —2e5+c
(WO -\Y?2=-2"4C — I?=-24+C — c=3

)72 = D90t

4 4 +4
Nt = — -l = = =
G0 = 5o R T R
VARIANTE  X(0) =-2
A3
c=2+4= =
£ 4
Y& =

——— +4 — (oo xcoro- giusto. € con Q meno
N8 ok

mL—

VARIANTE N (o)=4
"—0 =-24C nON O SONSO
Non prowds ol poechd A omnolo. AR (w-A)®

oo sowaione € wi)=4

Quondo vote O teoremo, dil oniciks: 2

QR feoroml di ONSER dE9o. SOMADNR. AR proema. di. Candwy.
VAR s § ¢ dsxwoltle INY con dorivakxo. cdMinvOo.

. esistenz0 - § condiwo.

9§

. ook - e e ste ol & cONKINO.

=T &>
w(o)=Ys



Y40k L =ble) (c.uce‘ L=\ con

Q) ,blk) fonzton. ndoe
L-3L=0 Lartx® =0 NO

{Ce,x) =Bk) —a% (offige in %) )

L-3xk =0 '9\.\.-&)3=Q"E NO
K-k =t

S gende AR primibivol i Q®)
S mokplicn. L' eguosiom ot Sy (forkore inkeqronde)
sy MO Ly ) A =lock) M
C S NN AY-a
weMe) _ f‘o(ﬁ Sl s T
W)= e [ [srer® ae +c}

{ L+alo) % =b®)
(ko) = Yo
e AW) L. Als)=0
(ws) ePA®)' = bisy A
inkegrore brow & o b AR = IR (T Vo e I: bés) ¥ ds
= e (or E: bs) e gs )

Sono QQuastonl JAfferenzialy d@Re. formoy
% (6= (& 06, W®)
Trogemo, du  Cauvchy :
W= £ & @), &Y
X (o) = Yo
W) = ¥y

Sotko opportone lpotet. < S— , (BC) wvmmede on'onicd. Scfuzione

@'equantone v (£) = L&, v, w) dhe soddisfor wlke)=ve e WY =wi)

W + ol L) bl = (o
s CE) € A0 Lefmine wnoto

-2 cle)=o aldora. Q'QQ. < omOQaAmeo.
© AW, b))  enefficon

* e a)=o blBl=o.  ndipendedn da €, diciomo dhe Q' oguasione @ ol coefficentt costanki



Se clh)=0

S0 W R'indene 00 owoN, dRQ'EDO do) T ordife  Qineore. omogeno.
WO+ @YW (L) + b)) =0

Alloro. X 2 ono sporio veMoriole di dimensione 2

(i fonzione definike so I, (emallo di definksione di Q) < b))

A0 Yu(E), Ya(h) due SOWAON. Linedrmeinke  nduipondenti
dh W raX + b®X =0
Mloro. (2 clusiont mono d) 8o Yom () =, E + C . &)  con &, ¢, eR

DIHOSTRAZIONE
JX & soHosporio wHoiale 3O sposio dMe fongon. [ IcR — R
R Q) 2 %) sond Wwzlont du (N e celk,
QoD (L) +C%(8) S suatone dr GO
Y + O % L bty =0
Y2 +Fole) Ly +bh)y v, =0
Douo most@re  che W0+ (0 € Sowaone ok ()
(L +CY2)" & QLR (XA r L)' + D) (L) = ey + Al vy © bM) (aex.) =
=% 40 K £ DR +C (3 +aEI%e + b)) =0
W W =o e X
Q+0) -0 +b)-0=0
= X 2 ono goato \Horiele

Sioe T:% _)1,?\7_
()
W (0)

X —
O T e Lnedase
alt) (%o (6) e oo Tlsrora) = T(w) +cTlx2)
TCo rexace) = (00N = (20) + (@) = TOu®) £ Tl
) T & inieMive. , ossion Ker T ={w(ey=o}
K'oeo w(k) solwzione oQd'eq. Adif. t.c. {t((o,::) e . fonlone < nolla..
WD +Qe) W E) tole)wle) =0
ve)=0
%(©)=0
Roe @ teoremo. S exwtonzo. L oGt | (DL IOWRONe ewste ol € onlooy
So che WO =0 & Wuxtone, coindi. S onled.

@\ Qu\ eR?® Jur) sowsione Qi [ F(O +@EWE) +lotoInE) =0
- o) =v,
\L‘(O\ =V1

Tox O keoromo. di SR HEMRO @ oWSEDY, s0 de (DL Solwkone esiste.
= dim X=dimR*=2 } .



Y eO b = ©
cianroms Qooaione cacabkerishen. (ec):
N +taXNieb =0
) A>0 : EC ha 2 solwaone eola distimke X, As
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